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✼✳✷ ▼♦❞❡❧② s②sté♠♦✈ ♣♦✉➸✐té ♥❛ t❡st♦✈❛♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✼✳✸ ❷❛s♦✈ý ♣r✐❡❜❡❤ ❝❤②❜② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✼✳✹ ❱♣❧②✈ ♠❡tó❞②✱ rá❞✉ ❛ ❦r♦❦✉ ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✼✳✺ ❱♣❧②✈ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡r❛❝✐í ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫ ♠❡tó❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✼✳✻ ❱③➫❛❤ ♠❡❞③✐ ♦♣t✐♠á❧♥②♠✐ ❜♦❞♠✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✼✳✼ ❱♣❧②✈ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡r❛❝✐í ♥❛ ❡❢❡❦t✐✈✐t✉ ♠❡tó❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✽ ❩á✈❡r ✻✺
✶
❑❛♣✐t♦❧❛ ✶
Ú✈♦❞
◆✉♠❡r✐❝❦é ♠❡tó❞② sú ♣♦st✉♣② r✐❡➨❡♥✐❛ ♠❛t❡♠❛t✐❝❦ý❝❤ ♣r♦❜❧é♠♦✈✱ ❦t♦ré ♥❡❞á✈❛❥ú ♣r❡s♥ú
✈➨❡♦❜❡❝♥❡ ♣❧❛t♥ú ♦❞♣♦✈❡↕✱ ❛❧❡ ♣r✐❜❧✐➸♥ú ↔ís❡❧♥ú ❤♦❞♥♦t✉ ③❛ ❦♦♥❦rét♥②❝❤ ♣♦❞♠✐❡♥♦❦✳ P♦✲
✉➸í✈❛❥ú s❛ ♥❛ rô③♥❡ ú↔❡❧② t❛♠✱ ❦❞❡ ❥❡ ❛♥❛❧②t✐❝❦é r✐❡➨❡♥✐❡ ♥❡❡①✐st✉❥ú❝❡ ❛❧❡❜♦ ♥❡♣r❛❦t✐❝❦é✱
♥❛♣rí❦❧❛❞ ♥❛ ♦♣t✐♠❛❧✐③á❝✐✉✱ ❤➞❛❞❛♥✐❡ ❦♦r❡➡♦✈ r♦✈♥í❝✱ ✐♥t❡r♣♦❧á❝✐✉✱ ❦✈❛❞r❛túr✉ ❛❧❡❜♦ s✐♠✉✲
❧á❝✐✉✳ ❱ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ s❛ ③❛♠❡r✐❛♠❡ ♥❛ s✐♠✉❧❛↔♥é r✐❡➨❡♥✐❡ ♦❜②↔❛❥♥ý❝❤ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝✳
Pr❡s♥♦s➫ ❦❛➸❞❡❥ ♥✉♠❡r✐❝❦❡❥ ♠❡tó❞② ❥❡ ♦❜♠❡❞③❡♥á ❥❡❞♥❛❦ s❛♠♦t♥ý♠ ♣r✐♥❝í♣♦♠ ♠❡tó❞②✱
❥❡❞♥❛❦ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ♣♦✉➸✐t❡❥ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳ ❑❡↕➸❡ ❦r✐t✐❝❦♦✉ ✈❧❛st♥♦s➫♦✉ s✐♠✉❧á❝✐í ❜ý✈❛ ✐❝❤ rý❝❤✲
❧♦s➫✱ ♣♦✉➸í✈❛ s❛ ❛r✐t♠❡t✐❦❛ ③❛❜✉❞♦✈❛♥á ✈ ♣r♦❝❡s♦r♦❝❤ ♣♦↔ít❛↔♦✈✳ ◆❛ ♥✐❡❦t♦ré ú❧♦❤② ✈➨❛❦ ♥❡✲
st❛↔í✳ ❆❦ ❥❡ t♦ ♥✉t♥é✱ ♣r❡s♥❡❥➨✐❛ ♦♣❡rá❝✐❛ s❛ ❞á ③ís❦❛➫ ③❧♦➸❡♥í♠ ✈ýs❧❡❞❦♦✈ ♥✐❡❦♦➞❦ý❝❤ ♠❡♥❡❥
♣r❡s♥ý❝❤✳ ❱ sú↔❛s♥♦st✐ s❛ s✐♠✉❧á❝✐❡ s ♣♦✉➸✐tí♠ t❛❦❡❥t♦ ✈✐❛❝♥ás♦❜♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦②
✈ ♣r❛①✐ ♣r✐r♦❞③❡♥❡ ♣♦✉➸í✈❛❥ú ✈ ♦❜❧❛st✐❛❝❤✱ ❦t♦ré ✈②➸❛❞✉❥ú ❡①tré♠♥✉ ♣r❡s♥♦s➫✱ ♥❛♣rí❦❧❛❞
❞❧❤♦❞♦❜é s✐♠✉❧á❝✐❡✱ ✈❡➞❦♦♣❧♦➨♥é s✐♠✉❧á❝✐❡✱ s❧❡❞♦✈❛♥✐❡ ♥✐❡❦t♦ré❤♦ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐❝❦é❤♦ ❞❡t❛✐❧✉
✈ s✐♠✉❧á❝✐✐ ❛❧❡❜♦ s✐♠✉❧á❝✐❡ ❝❤❛♦t✐❝❦ý❝❤ s②sté♠♦✈✳
◆❡❡①✐st✉❥❡ t❡ór✐❛✱ ❦t♦rá ❜② ✈➨❡♦❜❡❝♥❡ ❞♦❦á③❛❧❛ ♣r❡❞♣♦✈❡❞❛➫ ♥❛❥✈❤♦❞♥❡❥➨✐✉ s✐♠✉❧❛↔♥ú
♠❡tó❞✉ ❛ ♥❛❥✈❤♦❞♥❡❥➨✐✉ ♣r❡s♥♦s➫ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳ ❙ú✈✐sí t♦ s tý♠✱ ➸❡ ♥✐❡ ❥❡ ③♥á♠❛ ✉♥✐✈❡r③á❧♥❛
❛✉t♦♠❛t✐③♦✈❛♥á ♠❡tó❞❛ ③✐s➫♦✈❛♥✐❛ ❞♦s✐❛❤♥✉t❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ➞✉❜♦✈♦➞♥é❤♦ ✈ý♣♦↔t✉ s ♣♦❤②❜❧✐✈♦✉
❞❡s❛t✐♥♥♦✉ ↔✐❛r❦♦✉ ❬✶❪✳ ◆❛ ③á❦❧❛❞❡ s❦ús❡♥♦stí s ❦♦♥❦rét♥②♠✐ s✐♠✉❧á❝✐❛♠✐ ❡①✐st✉❥ú ♦❞♣♦rú↔❛✲
♥✐❛✱ ❛❧❡ t✐❡ ♣❧❛t✐❛ ✐❜❛ ✈ ❦♦♥❦rét♥②❝❤ ➨♣❡❝✐❛❧✐③♦✈❛♥ý❝❤ ♦❜❧❛st✐❛❝❤ ❛ ♥✐❡❦❡❞② sú ♥❡❦♦♥③✐st❡♥t♥é✳
❚át♦ ♣rá❝❛ s❛ ✈❡♥✉❥❡ ♥✐❡❦♦➞❦ý♠ ❥❡❞♥♦❞✉❝❤ý♠ ♠♦❞❡❧♦♠ s♦ ③♥á♠②♠ ❛♥❛❧②t✐❝❦ý♠ r✐❡➨❡♥í♠✳
❙ tý♠✐t♦ s❛ ♥❛❥↔❛st❡❥➨✐❡ str❡tá✈❛❥ú ➨t✉❞❡♥t✐ ♣r✐ ✈ý✉❦❡ ♠♦❞❡❧♦✈❛♥✐❛ ❞②♥❛♠✐❝❦ý❝❤ s②sté♠♦✈
❛ s♣♦❥✐t❡❥ s✐♠✉❧á❝✐❡✳ ❉ôr❛③ ❥❡ ♥❛ s❧❡❞♦✈❛♥í ③♦✈➨❡♦❜❡❝♥✐t❡➞♥ý❝❤ ③á✈✐s❧♦stí✳
Ú✈♦❞♥é ❦❛♣✐t♦❧② s❛ ❜✉❞ú ✈❡♥♦✈❛➫ t❡♦r❡t✐❝❦ý♠ ♣r❡❞♣♦❦❧❛❞♦♠✱ ✈♦ s✈❡t❧❡ ❦t♦rý❝❤ ♣♦t♦♠
❜✉❞❡♠❡ ✐♥t❡r♣r❡t♦✈❛➫ ✈ýs❧❡❞❦② ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦✈✳ ❆❦♦ t♦ ✈②❥❛❞r✐❧ ❘✐❝❤❛r❞ ❍❛♠♠✐♥❣ ✈ ❦♥✐❤❡
✈❡♥♦✈❛♥❡❥ ♥✉♠❡r✐❝❦ý♠ ♠❡tó❞❛♠ ❬✶❪ ✿ ✒❩♠②s❡❧ ♣♦↔ít❛♥✐❛ ❥❡ ♣♦❝❤♦♣❡♥✐❡✱ ♥✐❡ ↔ís❧♦✳✑
❸❛❧❡❥ ❜✉❞❡ ♥❛s❧❡❞♦✈❛➫ ↔❛s➫ ✈❡♥♦✈❛♥á ✐♠♣❧❡♠❡♥tá❝✐✐ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤
♠❡tó❞✳ ❊①✐st✉❥ú❝✐❝❤ ♥ástr♦❥♦✈ ❥❡ ♠♥♦❤♦✱ ♣♦tr❡❜❛ ✈②✈✐♥ú➫ ♥♦✈ý ♣♦❝❤á❞③❛ ③♦ ➨♣❡❝✐✜❝❦ý❝❤
♣♦➸✐❛❞❛✈✐❡❦✳ ❖❦r❡♠ ♥❛st❛✈✐t❡➞♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦② ✐❞❡ ❤❧❛✈♥❡ ♦ ✈❤♦❞♥ú s❛❞✉ ♠❡tó❞✳
❱ sú↔❛s♥♦st✐ ❜ý✈❛ ③✈②❦♦♠ ♣♦✉➸í✈❛➫ ♠❡tó❞② s ❛❞❛♣tí✈♥②♠ ❦r♦❦♦♠✱ ♣r❡t♦ ♣r❡✈❛➸✉❥ú ✈ ❡①✐s✲
t✉❥ú❝✐❝❤ ♥ástr♦❥♦❝❤✳ ■❝❤ ♥❡✈ý❤♦❞♦✉ ❥❡✱ ➸❡ ✈ ❡①tré♠♥②❝❤ ♣rí♣❛❞♦❝❤✱ ❦❡↕ s❛ ♣r❡❥❛✈í ♥❡❞♦s✲
t❛t♦↔♥á ♣r❡s♥♦s➫ ③á❦❧❛❞♥ý❝❤ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í✱ ♠❡❝❤❛♥✐③♠✉s r❡❣✉❧á❝✐❡ ❞➝➸❦② ❦r♦❦✉
③❧②❤á✳ Prá✈❡ ✈♣❧②✈ ③❛♦❦rú❤❧❡♥✐❛ ❥❡ ♣r❡❞♠❡t♦♠ ③á✉❥♠✉ t❡❥t♦ ♣rá❝❡✱ ♣r❡t♦ ♣♦tr❡❜✉❥❡♠❡ ♠❡✲
tó❞② s ♣❡✈♥ý♠ ❦r♦❦♦♠✳ ❸❛❧➨✐❛ ♣♦➸✐❛❞❛✈❦❛ ❥❡ ♠❛➫ ♠❡tó❞② rô③♥②❝❤✱ ❤❧❛✈♥❡ ✈②s♦❦ý❝❤✱ rá❞♦✈✱
❧❡❜♦ ♣rá✈❡ ♠❡tó❞② ✈②s♦❦ý❝❤ rá❞♦✈ ♥❛ s✈♦❥❡ s♣rá✈♥❡ ❢✉♥❣♦✈❛♥✐❡ ✈②➸❛❞✉❥ú ✈②s♦❦ú ♣r❡s♥♦s➫
❛r✐t♠❡t✐❦②✳ ❩ ❡①✐st✉❥ú❝✐❝❤ s✐♠✉❧❛↔♥ý❝❤ ❦♥✐➸♥í❝ st♦❥í ③❛ ③♠✐❡♥❦✉ ❖❞❡✐♥t ✭✇✇✇✳♦❞❡✐♥t✳❝♦♠✮✱
❦t♦rý ❞♦✈♦➞✉❥❡ ♣♦✉➸✐➫ ✈✐❛❝♥ás♦❜♥ú ♣r❡s♥♦s➫✱ ❧❡♥➸❡ ♥❡♦❜s❛❤✉❥❡ ✈❤♦❞♥ú s❛❞✉ ♠❡tó❞✳
✷
P♦s❧❡❞♥á ❦❛♣✐t♦❧❛ s❛ ❜✉❞❡ ✈❡♥♦✈❛➫ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦♠ ❛ ✐♥t❡r♣r❡tá❝✐✐ ♥❛♠❡r❛♥ý❝❤ ✈ýs❧❡❞❦♦✈✳
✸
❑❛♣✐t♦❧❛ ✷
❩á❦❧❛❞♥é ♣♦❥♠② ③ ♦❜❧❛st✐
♠♦❞❡❧♦✈❛♥✐❛ ❛ s✐♠✉❧á❝✐❡
❈✐❡➞♦♠ t❡❥t♦ ❦❛♣✐t♦❧② ❥❡ ✈②t✈♦r❡♥✐❡ str✉↔♥é❤♦ ♣r❡❤➞❛❞✉ ♥❛❥❞ô❧❡➸✐t❡❥➨í❝❤ ③á❦❧❛❞♥ý❝❤ ♣♦❥♠♦✈
❛ ❞❡✜♥í❝✐í ③ ♦❜❧❛st✐ ♠♦❞❡❧♦✈❛♥✐❛ ❛ s✐♠✉❧á❝✐❡ s♣♦❥✐tý❝❤ ❞②♥❛♠✐❝❦ý❝❤ s②sté♠♦✈✱ ❦t♦ré ❜♦❧✐
♣♦✉➸✐té ✈ t❡❥t♦ ❞✐♣♦♠♦✈❡❥ ♣rá❝✐✳ ➆♣❡❝✐❛❧✐③♦✈❛♥á ❧✐t❡r❛túr❛ ♥❛ tút♦ té♠✉ ❥❡ ♥❛♣rí❦❧❛❞ ❬✷❪✳
❙②sté♠ ✒ ❥❡ ③ ✜❧♦③♦✜❝❦é❤♦ ❤➞❛❞✐s❦❛ r❡❧❛t✐✈♥❡ st❛❜✐❧♥á✱ ✉s♣♦r✐❛❞❛♥á ♠♥♦➸✐♥❛ ❡❧❡♠❡♥t♦✈
❛ ✈③➫❛❤♦✈✱ ❦t♦rá ❥❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐③♦✈❛♥á ♣♦♠♦❝♦✉ ❡①✐st❡♥❝✐❡ ✉r↔✐tý❝❤ ③á❦♦♥♦✈ t✳❥✳ ♣♦♠♦❝♦✉
✈➨❡♦❜❡❝♥❡ ♣♦tr❡❜♥ý❝❤ ❛ ♣♦❞st❛t♥ý❝❤ sú✈✐s❧♦stí✑ ❬✸❪✳ ❩ ♣♦❤➞❛❞✉ t❡❥t♦ ♣rá❝❡ s❛ ♣♦❞ ♣♦❥♠♦♠
❞②♥❛♠✐❝❦ý s②sté♠ r♦③✉♠✐❡ ✒♠❛t❡♠❛t✐❝❦ý ♦♣✐s ↔❛s♦✈♦✲③á✈✐s❧é❤♦ ♣r♦❝❡s✉✱ ❦t♦rý ❥❡ ✈③❤➞❛❞♦♠
❦ ↔❛s✉ ❤♦♠♦❣é♥♥②✱ t❡❞❛ ❥❡❤♦ ↔❛s♦✈ý ♣r✐❡❜❡❤ ❥❡ sí❝❡ ③á✈✐s❧ý ♦❞ ♣♦↔✐❛t♦↔♥ý❝❤ ♣♦❞♠✐❡♥♦❦
❛✈➨❛❦ ❥❡ ♥❡③á✈✐sý ♦❞ ♣♦↔✐❛t♦↔♥é❤♦ ↔❛s✉✑ ❬✹❪✳ ❆✉t♦rst✈♦ t❡❥t♦ ♠♦❞❡r♥❡❥ ❞❡✜♥í❝✐❡ ❞②♥❛♠✐❝❦é❤♦
s②sté♠✉ ♣❛trí ♠❛t❡♠❛t✐❦♦✈✐ ●✳ ❉✳ ❇✐r❦❤♦✛♦✈✐✳ ■♥é ❞❡✜♥í❝✐❡ ♥❡✈②➸❛❞✉❥ú ❤♦♠♦❣❡♥✐t✉ ✈♦↔✐
↔❛s✉ ❛ ✈②♠❡❞③✉❥ú ♦s♦❜✐t♥ú ❦❛t❡❣ór✐✉ ❛✉t♦♥ó♠♥②❝❤ s②sté♠♦✈✳
❆✉t♦♥ó♠♥② ❞②♥❛♠✐❝❦ý s②sté♠ ❆❦ ❜✉❞ú❝✐ st❛✈ s②sté♠✉ ③á✈✐sí ✐❜❛ ♦❞ sú↔❛s♥é❤♦ st❛✈✉✱
❛❧❡ ♥❡③á✈✐sí ♦❞ ❛❦t✉á❧♥❡❤♦ ↔❛s✉✱ ♣♦t♦♠ s❛ s②sté♠ ♦③♥❛↔✉❥❡ ❛❦♦ ❛✉t♦♥ó♠♥② ✭✈ ❛♥❣❧✐❝❦❡❥ ❧✐✲
t❡r❛túr❡ s❛ ♣♦✉➸í✈❛ ♣♦❥❡♠ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❡❜♦ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s✮✳ Pr❡ ❦❛➸❞ý ❞②♥❛♠✐❝❦ý s②sté♠
❡①✐st✉❥❡ ❛✉t♦♥ó♠♥② ♠♦❞❡❧✳ ❙t❛↔í ♣r✐❞❛➫ ❥❡❞❡♥ r♦③♠❡r st❛✈♦✈é❤♦ ✈❡❦t♦r❛✱ ❦t♦rý ❜✉❞❡ ♣r❡❞✲
st❛✈♦✈❛➫ ❛❦t✉á❧♥② ↔❛s✳ Pr❡t♦ ✈ ↕❛❧➨♦♠ t❡①t❡ ♠ô➸❡♠❡ ❜❡③ str❛t② ✈➨❡♦❜❡❝♥♦st✐ ♣r❡❞♣♦❦❧❛❞❛➫
❛✉t♦♥ó♠♥❡ s②sté♠②✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t ❥❡ ♠❡tó❞❛ ❛♥❛❧ý③② s②sté♠✉✱ ♣r✐ ❦t♦r❡❥ s❛ ❝✐❡❧❡♥❡ ♦✈❡r✉❥❡ ✉r↔✐tý ♣r❡❞♣♦❦❧❛❞
❛❧❡❜♦ ❞♦♠✐❡♥❦❛ ♦ ✈❧❛st♥♦st✐ s②sté♠✉✱ ♣r✐↔♦♠ s❛ ♥❛ ③á❦❧❛❞❡ ③ís❦❛♥ý❝❤ ú❞❛❥♦✈ ♣r❡❞♣♦❦❧❛❞
♣♦t✈r❞í ❛❧❡❜♦ ✈②✈rát✐✳ ❈✐❡➞♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✉ ❥❡ t❡❞❛ ③✐s➫♦✈❛♥✐❡ ❛ ❛♥❛❧ý③❛ ✈❧❛st♥♦stí s②sté♠✉✳
▼♦❞❡❧ M ❥❡ t❛❦ý s②sté♠✱ ❦t♦rý♠ ♠ô➸❡♠❡ ♥❛❤r❛❞✐➫ ✈ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✐♥ý s②sté♠ S ❛ ③ís❦❛✲
♥ý♠✐ ú❞❛❥♠✐ ③♦❞♣♦✈❡❞❛➫ ♦tá③❦✉ ♦ S✳ P♦❥❡♠ ♠♦❞❡❧ s❛ ✈➸❞② ✈③➫❛❤✉❥❡ ❦ ♥❡❥❛❦é♠✉ s②sté♠✉
❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✉✳ ◆❛♣rí❦❧❛❞ ❞r❡✈❡♥ý ♠♦❞❡❧ ↔❧♦✈❡❦❛ ♠ô➸❡♠❡ ♣♦✉➸✐➫ ♥❛ s❦ú➨❛♥✐❡ ➞✉❞s❦ý❝❤ ➨✐❛t✱
❛❧❡ ♥❡♠ô➸❡♠❡ ❤♦ ♣♦✉➸✐➫ ♥❛ ③✐s➫♦✈❛♥✐❡ ❤♦r➞❛✈♦st✐ ➞✉❞í✳ ❚át♦ ♣rá❝❛ s❛ ✈❡♥✉❥❡ ✈ý❤r❛❞♥❡ ❡①♣❡✲
r✐♠❡♥t♦♠ s ♠♦❞❡❧♠✐✳ Pr❡t♦ ❜✉❞❡♠❡ ♣♦❞ ♣♦❥♠♦♠ s②sté♠ ✈➸❞② r♦③✉♠✐❡➫ ♠♦❞❡❧ ✭❦❛➸❞ý ♠♦❞❡❧
❜✉❞❡ ③ár♦✈❡➡ s②sté♠♦♠ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝✮✳
✹
❙✐♠✉❧á❝✐❛ ❥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s ♣♦✉➸✐tí♠ ♠♦❞❡❧✉ ♥❛♠✐❡st♦ ♦r✐❣✐♥á❧♥❡❤♦ s②sté♠✉✳
❱❧❛st♥♦st✐ ❞②♥❛♠✐❝❦é❤♦ s②sté♠✉ s❛ ♠❡♥✐❛ ♣ôs♦❜❡♥í♠ ↔❛s✉✳ ❱❧❛st♥♦st✐ ✈ ❥❡❞♥♦♠ ❦♦♥❦rét✲
♥♦♠ ↔❛s❡ sú ❝❤❛r❛❦t❡r✐③♦✈❛♥é st❛✈♦♠ s②sté♠✉✳ ❆❦t✉á❧♥② st❛✈ s②sté♠✉ s❛ ✉❝❤♦✈á✈❛ ♣♦♠♦❝♦✉
st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ ♣r✐↔♦♠ ♠♥♦➸✐♥✉ ✈➨❡t❦ý❝❤ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ ♦③♥❛↔✉❥❡♠❡ st❛✈♦✈ý
✈❡❦t♦r s②sté♠✉ ❛❧❡❜♦ s❦rát❡♥❡ st❛✈✳
❉②♥❛♠✐❝❦ý s②sté♠ ♠ô➸❡♠❡ ♠♦❞❡❧♦✈❛➫ ♣♦♠♦❝♦✉ ♠♥♦➸✐♥② ♠♦➸♥ý❝❤ st❛✈♦✈ ❛ ❢✉♥❦❝✐❡✱
❦t♦rá ③ ❛❦t✉á❧♥❡❤♦ ↔❛s✉✱ st❛✈✉ ❛ ✈st✉♣✉ ✉r↔í ❜✉❞ú❝✐ st❛✈ ❛ ✈ýst✉♣ s②sté♠✉✳ ▼♥♦➸✐♥✉ ♠♦➸✲
♥ý❝❤ st❛✈♦✈ ✈♦❧á♠❡ ❛❥ st❛✈♦✈ý ♣r✐❡st♦r✳
❉②♥❛♠✐❝❦ý s②sté♠ ❛ ❥❡❤♦ ♠♦❞❡❧ ♠❛❥ú ♥✐❡❦t♦ré s♣♦❧♦↔♥é ✈❧❛st♥♦st✐✱ ❦t♦ré s❛ ✈ ↔❛s❡ ✈②✲
✈í❥❛❥ú ♣♦❞♦❜♥ý♠ s♣ôs♦❜♦♠✳ Prí❦❧❛❞✿ ❙❦á❦❛❥ú❝❛ ♣r✉➸♥á ❧♦♣t✐↔❦❛ ♠á ✈ ❦❛➸❞♦♠ ♠♦♠❡♥t❡
♥❡❥❛❦ú ✈ý➨❦✉ ♥❛❞ ③❡♠♦✉✳ ▼❛t❡♠❛t✐❝❦ý ❛❧❡❜♦ ♣♦↔ít❛↔♦✈ý ♠♦❞❡❧ s❦á❦❛❥ú❝❡❥ ❧♦♣t✐↔❦② ✈ ❞♦✲
s❧♦✈♥♦♠ ③♠②s❧❡ ✈ý➨❦✉ ♥❛❞ ③❡♠♦✉ ♥❡♠á✱ ❛❧❡ ♠á ♥❡❥❛❦ú ✈♥út♦r♥ú ↔ís❡❧♥ú ❤♦❞♥♦t✉✱ ❦t♦rá
s❛ ↔❛s♦♠ ♠❡♥í r♦✈♥❛❦♦✱ ❛❦♦ s❛ ♠❡♥í ✈ýs❧❡❞♦❦ ♠❡r❛♥✐❛ ✈ý➨❦② s❦✉t♦↔♥❡❥ ❧♦♣t✐↔❦②✳ Pr♦❝❡s✱
❦t♦rý♠ s❛ ♦✈❡r✉❥❡ t❛❦át♦ ❛♥❛❧ó❣✐❛ ♠❡❞③✐ s②sté♠♦♠ ❛ ❥❡❤♦ ♠♦❞❡❧♦♠✱ ❛❧❡❜♦ s❛ ③✐s➫✉❥❡ r♦③s❛❤
♣♦❞♠✐❡♥♦❦✱ ③❛ ❦t♦rý❝❤ ❛♥❛❧ó❣✐❛ ♣❧❛tí✱ s❛ ♥❛③ý✈❛ ✈❛❧✐❞á❝✐❛ ♠♦❞❡❧✉✳ ❱ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ ♥❡❜✉❞❡
❞ô❧❡➸✐tá ♣♦❞♦❜♥♦s➫ ♠♦❞❡❧✉ s♦ s❦✉t♦↔♥♦s➫♦✉✱ ✐❜❛ ♣♦❞♦❜♥♦s➫ rô③♥②❝❤ s✐♠✉❧á❝✐í ♠♦❞❡❧✉✱ ♣r❡t♦
❜✉❞❡♠❡ ♣r❡❞♣♦❦❧❛❞❛➫ ✈❛❧✐❞✐t✉ ♣♦✉➸✐tý❝❤ ♠♦❞❡❧♦✈ ❛ ↕❛❧❡❥ s❛ ➡♦✉ ♥❡❜✉❞❡♠❡ ③❛♦❜❡r❛➫✳
❙♣♦❥✐tý ❞②♥❛♠✐❝❦ý s②sté♠ ❑❛➸❞á ③❧♦➸❦❛ st❛✈♦✈é❤♦ ✈❡❦t♦r❛ ♠ô➸❡ ❜②➫ s♣♦❥✐tá ❛❧❡❜♦
❞✐s❦rét♥❛✳ ❆❦ ✉✈❛➸✉❥❡♠❡✱ ➸❡ ❥❡ ↔❛s s♣♦❥✐tý ✭r❡á❧♥❡ ↔ís❧♦✮ ❛ ❦❛➸❞á ③❧♦➸❦❛ st❛✈♦✈é❤♦ ✈❡❦t♦r❛
s❛ ✈ ↔❛s❡ ♠❡♥í s♣♦❥✐t♦✱ ♣♦t♦♠ s❛ ❥❡❞♥á ♦ s♣♦❥✐tý ❞②♥❛♠✐❝❦ý s②sté♠✳
✷✳✶ ▼♦❞❡❧♦✈❛♥✐❡ ❞②♥❛♠✐❝❦ý❝❤ s②sté♠♦✈
❙♣♦❥✐tý ❞②♥❛♠✐❝❦ý s②sté♠ ♠ô➸❡♠❡ ③❛♣ís❛➫ ❢♦r♠♦✉ súst❛✈② ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝✳ Pr❡ rô③♥❡
t②♣② s②sté♠♦✈ s❛ ♣♦✉➸í✈❛❥ú t②♣✐❝❦② t✐❡t♦ ③á❦❧❛❞♥é t②♣② r♦✈♥í❝✿
• ❖❜②↔❛❥♥é ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥❡ r♦✈♥✐❝❡ ♣r✈é❤♦ rá❞✉✳ ❱➨❡♦❜❡❝♥ý t✈❛r súst❛✈② ♦❜②↔❛❥♥ý❝❤ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝ ♣r✈é❤♦ rá❞✉ ❥❡ ♠♦➸♥é ✈②❥❛❞r✐➫ ✈③➫❛❤♦♠
−−→
y′(t) = f(
−−→
y(t)) ✭✷✳✶✮
♣r✐↔♦♠ −−→
y(t) = {yk(t); k = 1, 2, ...,K}
❥❡ ✈❡❦t♦r st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤✱
−−→
y′(t) = {y′k(t); k = 1, 2, ...,K}
❥❡ ✈❡❦t♦r ❞❡r✐✈á❝✐í st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠♠❡♥♥ý❝❤ ♣♦❞➞❛ ↔❛s✉ s y′k(t) = dyk(t)/dt ❛ f(
−−→
y(t)) ❥❡
➞✉❜♦✈♦➞♥á ❢✉♥❦❝✐❛ ♥❛❞ ✈❡❦t♦r♦♠ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤✳ ❱ tý❝❤t♦ r♦✈♥✐❝✐❛❝❤ ✈②st✉✲
♣✉❥ú ✐❜❛ ♣r✈é ❞❡r✐✈á❝✐❡ ③❧♦➸✐❡❦ st❛✈♦✈é❤♦ ✈❡❦t♦r❛ ♣♦❞➞❛ ↔❛s✉✳ ❩ t②♣♦✈ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤
r♦✈♥í❝ sú ♥❛❥❥❡❞♥♦❞✉❝❤➨✐❡✱ ③❛t♦ ✈❡➞♠✐ ✉♥✐✈❡r③á❧♥❡✳ ▼♦❞❡❧✉❥ú s❛ ♥✐♠✐ s②sté♠② ❦♦♥❡↔✲
♥ý❝❤ r♦③♠❡r♦✈✳ ❖st❛t♥é t②♣② ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝ s❛ ❞❛❥ú ✈②❥❛❞r✐➫ ❛❧❡❜♦ ❛s♣♦➡ ❛♣✲
r♦①✐♠♦✈❛➫ ♦❜②↔❛❥♥ý♠✐ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②♠✐ r♦✈♥✐❝❛♠✐ ♣r✈é❤♦ rá❞✉ ❬✺❪✳ ❱ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ s❛ ♣r✐
♠♦❞❡❧♦✈❛♥í s②sté♠♦✈ ❜✉❞❡ ✈②❝❤á❞③❛➫ ♣rá✈❡ ③ t♦❤t♦ ❞r✉❤✉ ③á♣✐s✉✳
• ❖❜②↔❛❥♥é ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥❡ r♦✈♥✐❝❡ ✈②➨➨✐❡❤♦ rá❞✉✳ ❙úst❛✈❛ ❞✐✛❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝ N ✲té❤♦
rá❞✉ ✭N > 1) ♦❜s❛❤✉❥❡ ✈②➨➨✐❡ ❞❡r✐✈á❝✐❡ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ ♣♦❞➞❛ ↔❛s✉ ❛➸ ❞♦ rá❞✉
✺
N t✳❥✳ y(i)k (t)✱ i = 1, 2, ..., N ✳ ❉á s❛ ✉❦á③❛➫✱ ➸❡ t❛❦át♦ súst❛✈❛ r♦✈♥í❝ s❛ ❞á ♣❧♥♦❤♦❞♥♦t♥❡
♣r❡✈✐❡s➫ ♥❛ r♦✈♥✐❝❡ ♣r✈é❤♦ rá❞✉ ✭✷✳✶✮✱ ♥❛♣rí❦❧❛❞ ♠❡tó❞♦✉ ③♥✐➸♦✈❛♥✐❛ rá❞✉ ❞❡r✐✈á❝✐❡
❛❧❡❜♦ ♠❡tó❞♦✉ ♣♦st✉♣♥❡❥ ✐♥t❡❣rá❝✐❡ ❬✻❪✳
• ❉✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥♦✲❛❧❣❡❜r❛✐❝❦é r♦✈♥✐❝❡✳ ❙úst❛✈② ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ ❛ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❦ý❝❤ r♦✈♥í❝ s❛
✈➨❡♦❜❡❝♥❡ ♥❡❞❛❥ú ❥❡❞♥♦❞✉❝❤ý♠✐ ú♣r❛✈❛♠✐ ♣r❡♣ís❛➫ ❞♦ t✈❛r✉ ✭✷✳✶✮✳ ❖❜✈②❦❧❡ s❛ ❞❛❥ú
❞♦ t♦❤t♦ t✈❛r✉ ❞♦st❛➫ ♣r❡❢♦r♠✉❧♦✈❛♥í♠ ♣r♦❜❧é♠✉✱ ❛❧❡❜♦ s❛ ❞❛❥ú ♣♦✉➸✐➫ s✐♠✉❧❛↔♥é
♠❡tó❞②✱ ❦t♦ré ❞♦❦á➸✉ r✐❡➨✐➫ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥♦✲❛❧❣❡❜r❛✐❝❦é r♦✈♥✐❝❡ ♣r✐❛♠♦✳
• P❛r❝✐á❧♥❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥❡ r♦✈♥✐❝❡✳ ❙úst❛✈② ♣❛r❝✐á❧♥②❝❤ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝ ♦❜s❛❤✉❥ú
♥✐❡ ❧❡♥ ❞❡r✐✈á❝✐❡ ♣♦❞➞❛ ↔❛s✉✱ ❛❧❡ ❛❥ ❞❡r✐✈á❝✐❡ ♣♦❞➞❛ ♥✐❡❦t♦r❡❥ ③❧♦➸❦② st❛✈♦✈é❤♦ ✈❡❦t♦r❛✳
❙t❛✈♦✈ý ✈❡❦t♦r ♠á ♣r❡t♦ ♥❡❦♦♥❡↔♥ý ♣♦↔❡t ③❧♦➸✐❡❦ ❛ ú❧♦❤❛ s❛ ♥❡❞á ♣r✐❛♠♦ ♣r❡❢♦r♠✉✲
❧♦✈❛➫ ❞♦ t✈❛r✉ ✭✷✳✶✮✳ ❉á s❛ ♦❜②↔❛❥♥ý♠✐ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②♠✐ r♦✈♥✐❝❛♠✐ ❛♣r♦①✐♠♦✈❛➫✱ ❛❦
s♣♦❥✐tý ♣r✐❡st♦r st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ ❞✐s❦r❡t✐③✉❥❡♠❡ ❛ ❞❡r✐✈á❝✐❡ ♣♦❞➞❛ st❛✈✉ ♥❛❤r❛✲
❞í♠❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛♠✐✳ ❚❡♥t♦ s♣ôs♦❜ s❛ ✈♦❧á ♠❡tó❞❛ ♣r✐❛♠♦❦ ✭♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❧✐♥❡s ✕ ▼❖▲ ❬✺❪✮✳
P❛r❝✐á❧♥②♠✐ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②♠✐ r♦✈♥✐❝❛♠✐ s❛ ♥❛❥↔❛st❡❥➨✐❡ ♣♦♣✐s✉❥ú ♣r✐❡st♦r♦✈é ❥❛✈② ❛❦♦
♥❛♣rí❦❧❛❞ ♣rú❞❡♥✐❡ t❡❦✉tí♥ ❛❧❡❜♦ ➨ír❡♥✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❦é❤♦ ♥❛♣ät✐❛✳
✻
❑❛♣✐t♦❧❛ ✸
❆r✐t♠❡t✐❦❛ r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧ ✈ ♣♦↔ít❛↔✐
Pr✐ r✐❡➨❡♥í ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ♠❡tó❞ s❛ ♥❛ ❞♥❡➨♥ý❝❤ ♣♦↔ít❛↔♦❝❤ ♣♦✉➸í✈❛ s♣r❛✈✐❞❧❛ ❛r✐t♠❡t✐❦❛
s ♣♦❤②❜❧✐✈♦✉ ❞❡s❛t✐♥♥♦✉ ↔✐❛r❦♦✉ ✭✐♥ý♠ s❧♦✈♦♠ ♣❧á✈❛❥ú❝♦✉✮ ❬✼✱ ✶❪✳ P❡✈♥á ❞❡s❛t✐♥♥á ↔✐❛r❦❛
❥❡ ♥❡✈❤♦❞♥á✱ ♣r❡t♦➸❡ ♠❡❞③✐✈ýs❧❡❞❦② ✈ý♣♦↔t♦✈ ↔❛st♦ ♣r❡❦r♦↔✐❛ ❞②♥❛♠✐❝❦ý r♦③s❛❤ ♣♦✉➸✐t❡❥
r❡♣r❡③❡♥tá❝✐❡ ↔ís❡❧ ❛ ♣r❡t♦ ❥❡ ♥✉t♥é ♣r❛❝♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t♦✈❛➫ ♣r✐s♣ôs♦❜♦✈❛♥✐❡ r♦③s❛❤✉ ↔ís❡❧✳
P♦✉➸✐t✐❡ r❛❝✐♦♥á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧ ✈♦ ❢♦r♠❡ ③❧♦♠❦✉ ❞✈♦❝❤ ❝❡❧ý❝❤ ↔ís❡❧ ❥❡ t✐❡➸ ♥❡✈❤♦❞♥é ♣r❡ ♥❡✉❞r✲
➸❛t❡➞♥ý r❛st ♣❛♠ä➫♦✈❡❥ ♥ár♦↔♥♦st✐ ✈ ♣rí♣❛❞❡ ♥ár❛st✉ ③❧♦➸✐t♦st✐ ♣r♦❜❧é♠✉✳ ❷ís❧❛ s ♣♦❤②❜❧✐✈♦✉
❞❡s❛t✐♥♥♦✉ ↔✐❛r❦♦✉ ❜✉❞❡♠❡ s❦rát❡♥❡ ✈♦❧❛➫ r❡á❧♥❡ ↔ís❧❛✱ ❛ t♦ ❛❥ ♥❛♣r✐❡❦ t♦♠✉✱ ➸❡ s❛ ✈ ♣r✐♥❝í♣❡
❥❡❞♥á ♦ ↔ís❧❛ r❛❝✐♦♥á❧♥❡✳
❍❧❛✈♥♦✉ ♥❡✈ý❤♦❞♦✉ r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧ ❥❡ ❝❤②❜❛ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í♠ ✭r♦✉♥❞♦✛ ❡rr♦r✮✳ ❚❡♥t♦ ❡❢❡❦t
♥❛st❛♥❡ ✈t❡❞②✱ ❦❡↕ ✈ ③✈♦❧❡♥❡❥ ❛r✐t♠❡t✐❦❡ ✈ ❞ôs❧❡❞❦✉ ♦❜♠❡❞③❡♥é❤♦ r♦③❧í➨❡♥✐❛ ♥❡❡①✐st✉❥❡ ↔ís❧♦✱
❦t♦ré ♣r❡s♥❡ r❡♣r❡③❡♥t✉❥❡ ✈ýs❧❡❞♦❦ ♦♣❡rá❝✐❡✳
❘❡♣r♦❞✉❦♦✈❛t❡➞♥♦s➫ ✈ý♣♦↔t✉
❉ô❧❡➸✐t♦✉ ✈❧❛st♥♦s➫♦✉ ❛r✐t♠❡t✐❦② ❥❡ r❡♣r♦❞✉❦♦✈❛➫❡➞♥♦s➫ ❦❛➸❞é❤♦ ✈ý♣♦↔t✉ t✳❥✳ ✈ýs❧❡❞♦❦ ♦♣❡✲
rá❝✐❡ ❥❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❦ý ❛ ♥❡③á✈✐s❧ý ♥❛ ♣♦✉➸✐t♦♠ ♣♦↔ít❛↔✐✳ ❚♦ ✉♠♦➸➡✉❥❡ ❞♦❜rú ♣r❡♥♦s✐t❡➞♥♦s➫
♣r♦❣r❛♠♦✈✳ ❚✐❡➸ ✉♠♦➸➡✉❥❡✱ ❛❜② s❛ ③❛✉❥í♠❛✈ý ✈ýs❧❡❞♦❦ ♥❡❥❛❦é❤♦ ✈ý♣♦↔t✉ ✈➸❞② ❞❛❧ ❞❡t❛✐❧✲
♥❡❥➨✐❡ ♣r❡s❦ú♠❛➫✱ ❛ t♦ ❛❥ s ♦❞st✉♣♦♠ ↔❛s✉✱ ❦❡↕ ♣ô✈♦❞♥ý ♣♦↔ít❛↔ ✉➸ ♥✐❡ ❥❡ ❦ ❞✐s♣♦③í❝✐✐✳
❆❜s♦❧út♥❛ r❡♣r♦❞✉❦♦✈❛t❡➞♥♦s➫ ♥✐❡ ❥❡ ♣r❡ ♣r❛❦t✐❝❦é ♣♦✉➸í✈❛♥✐❡ r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧ ✈➸❞② ♥❡✈②✲
❤♥✉t♥á✳ ❉ô❧❡➸✐té ❥❡✱ ❛❜② ❜♦❧❛ ♣r❡s♥♦s➫ ✈ý♣♦↔t✉ ✈ ✉r↔✐t♦♠ ❧✐♠✐t❡✱ ♣r❡❞♣♦✈❡❞❛t❡➞♥á ❛ ❦♦♥tr♦✲
❧♦✈❛t❡➞♥á ❬✶✼❪✳ ❙♣r❛✈✐❞❧❛ ❥❡ ✈ý❤♦❞♥é✱ ❛❦ ❥❡ s❦✉t♦↔♥á ♣r❡s♥♦s➫ ✈ý♣♦↔t✉ ❧❡♣➨✐❛✱ ❛❦♦ ♣♦➸❛❞♦✲
✈❛♥á✳ ❆❦ ♣♦↔ít❛↔ ❞♦❦á➸❡ ♣r♦❞✉❦♦✈❛➫ ♣r❡s♥❡❥➨✐❡ ✈ýs❧❡❞❦② ✈ r♦✈♥❛❦♦♠ ↔❛s❡✱ ♥❡❜ý✈❛ ❞ô✈♦❞ t♦
♥❡✈②✉➸✐➫✳ ❱ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ ✈➨❛❦ ❜✉❞❡♠❡ ✈②➸❛❞♦✈❛➫ ♣rís♥❡❥➨✐✉ ♣♦❞♠✐❡♥❦✉ ❛❜s♦❧út♥❡❥ r❡♣r♦❞✉❦♦✲
✈❛t❡➞♥♦st✐✳ ❆❜② s♠❡ ♠♦❤❧✐ ❡①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥❡ ♦✈❡r♦✈❛➫ ✈♣❧②✈ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦② ❥❡ ❞ô❧❡➸✐té✱
❛❜② ❜♦❧❛ ♣♦➸❛❞♦✈❛♥á ♣r❡s♥♦s➫ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í ú♣❧♥❡ ♣♦❞ ❦♦♥tr♦❧♦✉✳
✸✳✶ ■❊❊❊ ✼✺✹
■❊❊❊ ✼✺✹ ❬✶✹❪ ❥❡ ♥♦r♠❛ ♣r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥tá❝✐✉ ❛r✐t♠❡t✐❦② r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧✳ ❚út♦ ♥♦r♠✉ s♣➝➡❛❥ú
t❛❦♠❡r ✈➨❡t❦② ❞♥❡➨♥é ♣r♦❝❡s♦r② ❬✶✼❪✳ ◆♦r♠❛ ❞❡✜♥✉❥❡✿
• ✐♥t❡r♥ú r❡♣r❡③❡♥tá❝✐✉ r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧ ❛ ➨♣❡❝✐á❧♥②❝❤ ❤♦❞♥ôt✱
• ❦ó❞♦✈❛♥✐❡ r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧ ❞♦ r❡➫❛③❝♦✈ ♣r✐ ❦♦♠✉♥✐❦á❝✐✐✱
• ♣r❛✈✐❞❧á ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛✱
✼
• ❛r✐t♠❡t✐❝❦é ♦♣❡rá❝✐❡✱
• ❤❧ás❡♥✐❡ ❝❤②❜♦✈ý❝❤ st❛✈♦✈✳
■♥t❡r♥á r❡♣r❡③❡♥tá❝✐❛ r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧
❘❡á❧♥❡ ↔ís❧♦ s❛ ❞á ✈②❥❛❞r✐➫ ♣♦♠♦❝♦✉ ③♥❛♠✐❡♥❦❛✱ ♠❛♥t✐s② ❛ ❡①♣♦♥❡♥t✉ ✈♦ ❢♦r♠❡
x = s.m.be
❦❞❡✿
• s ❥❡ ③♥❛♠✐❡♥❦♦ ↔ís❧❛ s ❤♦❞♥♦t♦✉ s = (−1)S ✱ ♣r✐↔♦♠ S = 0 ♣r❡ ♣♦③✐tí✈♥❡ ↔ís❧❛ ❛ S = 1
♣r❡ ♥❡❣❛tí✈♥❡ ↔ís❧❛✳
• ♠ ❥❡ ♠❛♥t✐s❛ s ❤♦❞♥♦t♦✉ 1 ≤ m < 2,
• b ❥❡ ③á❦❧❛❞ ❡①♣♦♥❡♥t✉ s ❤♦❞♥♦t♦✉ ✷✱
• e ❥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✳
❩♥❛♠✐❡♥❦♦ r❡♣r❡③❡♥t✉❥❡ ③♥❛♠✐❡♥❦♦ ♠❛♥t✐s② ❛ tý♠ ❛❥ ♣♦❧❛r✐t✉ ❝❡❧é❤♦ ↔ís❧❛✳ ◆✉❧❛ t✐❡➸ ♠ô➸❡
♠❛➫ ❦❧❛❞♥é ❛❧❡❜♦ ③á♣♦r♥é ③♥❛♠✐❡♥❦♦✱ ❛❧❡ ❦ý♠ ♥❡❞ô❥❞❡ ❦ ❝❤②❜❡✱ t✐❡t♦ ❞✈❡ ♥✉❧② sú ❡❦✈✐✈❛✲
❧❡♥t♥é✳ ▼❛♥t✐s❛ ♦❜s❛❤✉❥❡ ♣❧❛t♥é ↔ís❧✐❝❡ r❡á❧♥❡❤♦ ↔ís❧❛✳ ➆ír❦❛ ♠❛♥t✐s② ✭♣♦↔❡t ❜✐t♦✈✮ ✉❞á✈❛✱ ♥❛
❦♦➞❦♦ ♣❧❛t♥ý❝❤ ↔ís❧✐❝ s❛ ③❛♦❦rú❤❧✐ ✈ýs❧❡❞♦❦ ✈ý♣♦↔t✉✳ Pr❡s♥♦s➫ ♣r✐ r❡♣r❡③❡♥tá❝✐✐ ↔ís❧❛ ♣r❡t♦
③á✈✐sí ❤❧❛✈♥❡ ♦❞ ➨ír❦② ♠❛♥t✐s②✳ ◆❛❥❜❡➸♥❡❥➨✐❡ ♣♦✉➸í✈❛♥é ➨ír❦② ♠❛♥t✐s② sú✿
• ✷✹ ❜✐t♦✈ ✕ ❥❡❞♥♦❞✉❝❤á ♣r❡s♥♦s➫✱ ✢♦❛t✱ s✐♥❣❧❡✱ ❜✐♥❛r②✸✷✱
• ✺✸ ❜✐t♦✈ ✕ ❞✈♦❥♥ás♦❜♥á ♣r❡s♥♦s➫✱ ❞♦✉❜❧❡✱ ❜✐♥❛r②✻✹✳
❊①♣♦♥❡♥t ✉❞á✈❛✱ ❦❞❡ s❛ ♥❛❝❤á❞③❛ rá❞♦✈á ↔✐❛r❦❛ ↔ís❧❛✶✳
➆♣❡❝✐á❧♥❡ ♥❡↔ís❡❧♥é ❤♦❞♥♦t②
❖❦r❡♠ ❢♦r♠át♦✈ ↔ís❡❧♥ý❝❤ ❤♦❞♥ôt ❞❡✜♥✉❥❡ ♥♦r♠❛ ♥❛s❧❡❞✉❥ú❝❡ ♥❡↔ís❡❧♥é ❤♦❞♥♦t②✿
• ■♥❢ ✕ ♥❡❦♦♥❡↔♥♦ ✭✐♥✜♥✐t②✮✳ ❷ís❧♦ ♣rí❧✐➨ ✈❡➞❦é✱ ♣r❡ ❦t♦ré ♥❡st❛↔í r♦③s❛❤ ❡①♣♦♥❡♥t✉✳
• ✲■♥❢ ✕ ③á♣♦r♥é ♥❡❦♦♥❡↔♥♦✳
• ◆❛♥ ✕ ♥♦t ❛ ♥✉♠❜❡r ✕ ➸✐❛❞♥❡ ↔ís❧♦✳ ❱ýs❧❡❞♦❦ ♥❡❞❡✜♥♦✈❛♥❡❥ ♦♣❡rá❝✐❡✱ ♥❛♣rí❦❧❛❞ ❞❡❧❡♥✐❛
♥✉❧♦✉ ❛❧❡❜♦ ♦❞♠♦❝♥✐♥② ③á♣♦r♥é❤♦ ↔ís❧❛✳
❘❛③ ✈③♥✐❦♥✉tá ♥❡↔ís❡❧♥á ❤♦❞♥♦t❛ s❛ ➨ír✐ ↕❛❧➨í♠✐ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý♠✐ ♦♣❡rá❝✐❛♠✐✳ ❆❦ ❥❡ ✈st✉♣♦♠
♦♣❡rá❝✐❡✱ ✈ýs❧❡❞❦♦♠ ❜② t✐❡➸ ♠❛❧❛ ❜②➫ ♥✐❡❦t♦rá ♥❡↔ís❡❧♥á ❤♦❞♥♦t❛✱ ♥✐❡ ♦❜②↔❛❥♥é ↔ís❧♦✳ ❚♦ ✉➞❛❤✲
↔✉❥❡ ♦❞❤❛❧❡♥✐❡ ❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❦♦✈❛♥✐❡ ❝❤②❜♥é❤♦ ✈ý♣♦↔t✉✳ ◆❡❜❡③♣❡↔♥é ❥❡✱ ➸❡ ♥❡↔ís❧♦ s❛ ♥❡♠✉sí
➨ír✐➫✱ ❛❦ ♠á♠❡ ✈♦ ✈ý♣♦↔t❡ ♣♦✉➸✐té r❡❧❛↔♥é ❛ ❧♦❣✐❝❦é ♦♣❡rá❝✐❡✱ ❛❦♦ ♣♦r♦✈♥❛♥✐❡ ♥❛ r♦✈♥♦s➫✳
◆❛♣rí❦❧❛❞ ✈②❤➞❛❞❛♥✐❡ ♠✐♥✐♠❛ ♠ô➸❡ ✈rát✐➫ ♥❛❥♠❡♥➨✐❡ ♥♦r♠á❧♥❡ ↔ís❧♦ ❛ s❦r②➫ ◆❛♥✱ ↔í♠ ③❛✲
♠❛s❦✉❥❡ ✈③♥✐❦♥✉tú ❝❤②❜✉✳ Pr❡t♦ ■❊❊❊ ✼✺✹ ✉♠♦➸➡✉❥❡ s✐❣♥❛❧✐③♦✈❛➫ ✈③♥✐❦ ♥❡↔ís❡❧♥ý❝❤ ❤♦❞♥ôt✱
tút♦ ✈❧❛st♥♦s➫ ❛❧❡ ♣♦❞♣♦r✉❥❡ ✐❜❛ ♠á❧♦ ♣r♦❣r❛♠♦✈❛❝í❝❤ ❥❛③②❦♦✈✳ ❏❡❞♥♦✉ ③ ✈ý♥✐♠✐❡❦ ❥❡ ❈✾✾
s ❢✉♥❦❝✐❛♠✐ ③ ❢❡♥✈✳❤✳
✶❊❦✈✐✈❛❧❡♥t ❞❡s❛t✐♥♥❡❥ ↔✐❛r❦②✱ ❧❡♥➸❡ ♥❡♠✉sí ♦❞❞❡➞♦✈❛➫ ❥❡❞♥♦t❦② ❛ ❞❡s❛t✐♥②✳ P♦❞➞❛ ♣♦✉➸✐t❡❥ ↔ís❡❧♥❡❥ súst❛✈②
♠ô➸❡ ♦❞❞❡➞♦✈❛➫ ♥❛♣rí❦❧❛❞ ❥❡❞♥♦t❦② ❛ ♣♦❧♦✈✐❝❡ ❛❧❡❜♦ t✐sí❝❦② ❛ st♦✈❦②✳
✽
❊♣s✐❧♦♥
❏❡❞❡♥ ✉❧♣ ✭❛♥❣❧✐❝❦② ✉♥✐t ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❧❛❝❡✮ ✈②❥❛❞r✉❥❡ ❤♦❞♥♦t✉ ♥❛❥♠❡♥❡❥ ✈ý③♥❛♠♥é❤♦ ❜✐t✉
♠❛♥t✐s②✳ ❍♦❞♥♦t❛ ✉❧♣ ③á✈✐sí ♦❞ ➨ír❦② ♠❛♥t✐s②✱ ❛❧❡ ❛❥ ♦❞ ❛❦t✉á❧♥❡❥ ❤♦❞♥♦t② ❡①♣♦♥❡♥t✉✳ ■❊❊❊
✼✺✹ ✈②➸❛❞✉❥❡✱ ❛❜② ✈ýs❧❡❞♦❦ ❦❛➸❞❡❥ ♦♣❡rá❝✐❡ ❜♦❧ ♣r❡s♥ý ♥❛ 12 ✉❧♣✱ t❡❞❛ s ♥❛❥❧❡♣➨♦✉ ♠♦➸♥♦✉
♣r❡s♥♦s➫♦✉✳
❊♣s✐❧♦♥ ε ❥❡ ♥❛❥✈ä↔➨✐❛ r❡❧❛tí✈♥❛ ❝❤②❜❛ ♦♣❡rá❝✐❡ s r❡á❧♥②♠✐ ↔ís❧❛♠✐✱ ↔✐➸❡ 12 ✉❧♣ ✈ ♣♦✲
♠❡r❡ ❦ ✈❡➞❦♦st✐ ↔ís❧❛✳ ❊♣s✐❧♦♥ ❥❡ r♦✈♥é 12 ✉❧♣✱ ❛❦ ♠á r❡á❧♥❡ ↔ís❧♦ ❛❜s♦❧út♥✉ ❤♦❞♥♦t✉ ✶✳ Pr✐
❡①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥♦♠ ✉r↔♦✈❛♥í s❛ ❞á ✈②✉➸✐➫ ✈❧❛st♥♦s➫✱ ➸❡ ε ❥❡ ♥❛❥✈ä↔➨✐❡ ♠♦➸♥é ↔ís❧♦✱ ♣r❡ ❦t♦ré
♣♦ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í ♥❛ ♣rís❧✉➨♥ú ➨ír❦✉ ♠❛♥t✐s② ♣❧❛tí ε + 1 = 1✳ ❚át♦ s❦✉t♦↔♥♦s➫ ❜✉❞❡ ✈②✉➸✐tá
✈ ❡①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥❡❥ ↔❛st✐ ♣rá❝❡ ♣r❡ ♦③♥❛↔❡♥✐❡ ❤r❛♥✐❝❡ ❞♦s✐❛❤♥✉t❡➞♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ✈ý♣♦↔t♦✈✳
✸✳✷ ❩❞r♦❥❡ ✈ý♣♦↔t♦✈ý❝❤ ❝❤ý❜
❈❤②❜❛ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í♠ ♠ô➸❡ ✈③♥✐❦♥ú➫ ✈ rô③♥②❝❤ s✐t✉á❝✐á❝❤✳ ◆✐❡❦t♦ré s❛ ❛❧❡ ↔❛st♦ ♦♣❛❦✉❥ú
❛ ↔❛st♦ s♣ôs♦❜✉❥ú ♥❡③❛♥❡❞❜❛t❡➞♥ú str❛t✉ ♣r❡s♥♦st✐ ❬✶❪✳
➆ír❡♥✐❡ ❝❤②❜②
❊♣s✐❧♦♥ ❥❡ ♥❛❥✈ä↔➨✐❛ ❝❤②❜❛ ❥❡❞♥❡❥ ❡❧❡♠❡♥tár♥❡❥ ♦♣❡rá❝✐❡ ③❛ ♣r❡❞♣♦❦❧❛❞✉✱ ➸❡ ♦♣❡r❛♥❞② sú
♣r❡s♥é✳ Pr✐ ③❧♦➸✐t❡❥➨í❝❤ ✈ý♣♦↔t♦❝❤ ✈➨❛❦ ❞♦❝❤á❞③❛ ❦ t③✈✳ ➨ír❡♥✐✉ ❝❤②❜② ✭❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮✱
❦❡↕ ♥✐❡❦t♦ré ♦♣❡rá❝✐❡ ♣r❛❝✉❥ú s ♦♣❡r❛♥❞❛♠✐ ③❛➫❛➸❡♥ý♠✐ ❝❤②❜♦✉ ♣r❡❞♦➨❧ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í✳ ❱ t❛✲
❦♦♠ ♣rí♣❛❞❡ ♠ô➸❡ ❝❤②❜❛ ❦♦♥❡↔♥é❤♦ ✈ýs❧❡❞❦✉ rás➫ ✈ ③á✈✐s❧♦st✐ ♦❞ ♣♦↔t✉✱ ♣♦st✉♣♥♦st✐ ❛ ❞r✉❤✉
♦♣❡rá❝✐í ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❦②✱ ❧✐♥❡ár♥❡ ❛❧❡❜♦ ❞♦❦♦♥❝❛ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧♥❡✳ ❱ý♣♦↔t② s ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧♥②♠ r❛s✲
t♦♠ ❝❤②❜② sú ♥✉♠❡r✐❝❦② ♥❡st❛❜✐❧♥é✳
◆✉♠❡r✐❝❦á ♥❡st❛❜✐❧✐t❛
❱ý♣♦↔❡t✱ ✈ ❦t♦r♦♠ s❛ ❛❥ ♠❛❧á ♥❡✐st♦t❛ ♥✐❡❦t♦ré❤♦ ↔ís❧❛ ✭s♣ôs♦❜❡♥á ♥❛♣rí❦❧❛❞ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í♠✮
♣r❡❥❛✈í ✈❡➞❦♦✉ ♥❡✐st♦t♦✉ ✈ýs❧❡❞❦✉ ❥❡ ♥✉♠❡r✐❝❦② ♥❡st❛❜✐❧♥ý❬✶✵❪✳ ❈❤②❜❛ ❥❡ ♣r✐ ♥❡st❛❜✐❧♥♦♠
✈ý♣♦↔t❡ ♠♥♦❤♦♥ás♦❜♥❡ ③✈ä↔➨❡♥á✳ ◆❛♣rí❦❧❛❞ ✈♦ ✈ýr❛③❡
y =
(
n
√
x
)n
, n = 128 ✭✸✳✶✮
❦t♦rý ✈②↔ís❧✐♠❡ ♦♣❛❦♦✈❛♥í♠ ❞r✉❤❡❥ ♦❞♠♦❝♥✐♥② ❛ ❞r✉❤❡❥ ♠♦❝♥✐♥② ❜✉❞❡ ✈ýs❧❡❞♦❦ ♣r❡ ❛❦é✲
❦♦➞✈❡❦ x > 1 ❜✉❞❡ ✈ýs❧❡❞♦❦ s ♣♦✉➸✐tí♠ ❛r✐t♠❡t✐❦② r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧ s ❜❡➸♥♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉
✭♣r❛✈❞❡♣♦❞♦❜♥❡✮ ✶✱ ↔✐➸❡ ♥❡s♣rá✈♥②✳ ❙t❛♥❡ s❛ t❛❦ ❛❥ ♥❛♣r✐❡❦ t♦♠✉✱ ➸❡ ✈ý♣♦↔❡t s❛ s❦❧❛❞á
③ ♣♦♠❡r♥❡ ♠❛❧é❤♦ ♣♦↔t✉ ✉♠♦❝➡♦✈❛♥í ❛ ♦❞♠♦❝➡♦✈❛♥í✱ ❦❛➸❞é s r❡❧❛tí✈♥♦✉ ❝❤②❜♦✉ ♠❛①✐♠á❧♥❡
ε✳ ❱ýs❧❡❞♦❦ 128
√
x ❥❡ t❛❦ ❜❧í③❦② ❥❡❞♥♦t❦❡✱ ➸❡ ✈➨❡t❦② ↕❛❧➨✐❡ ♣❧❛t♥é ↔ís❧✐❝❡ s❛ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í♠
str❛t✐❛ ❛ ✈③♥✐❦♥❡ r♦✈♥á ✶✳ ❏❡ t♦ ❛❦❝❡♣t♦✈❛t❡➞♥❡ ♣r❡s♥ý ✈ýs❧❡❞♦❦ s ♣r✐❤❧✐❛❞♥✉tí♠ ♥❛ ➨ír❦✉
♠❛♥t✐s②✳ 1128 = 1✱ t♦ ❥❡ t✐❡➸ ♣r✐♠❡r❛♥❡ ♣r❡s♥ý ✈ýs❧❡❞♦❦✳ ❆❦ ✈➨❛❦ t✐❡t♦ ❞✈❡ ♦♣❡rá❝✐❡ s♣♦❥í♠❡✱
❞♦st❛♥❡♠❡ ♥❡③♠②s❡❧♥é
(
128
√
10
)128 ≈ 1✳ ❈❤②❜❛✱ ❦t♦rá ✈③♥✐❦❧❛ ♦❞♠♦❝♥❡♥í♠ ❛ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í♠
s❛ ♣r✐ ♥❡s❦♦r➨♦♠ ✉♠♦❝♥❡♥í ♠♥♦❤♦♥ás♦❜♥❡ ♣♦s✐❧♥í✳
❙↔ít❛♥✐❡ ♠❛❧é❤♦ ❛ ✈❡➞❦é❤♦ ↔ís❧❛
❆❦ s↔ít❛♠❡ ✈❡➞❦é ↔ís❧♦ v s ♠❛❧ý♠ ↔ís❧♦♠ m✱ ♣r✐↔♦♠ ♣r❡ ❡①♣♦♥❡♥t② ↔ís❡❧ ♣❧❛tí ev ≫ em✱
❞♦❝❤á❞③❛ ✈ ❞ôs❧❡❞❦✉ ③❛r♦✈♥❛♥✐❛ ❞❡s❛t✐♥♥❡❥ ↔✐❛r❦② ♣r❡❞ s❛♠♦t♥ý♠ s↔ít❛♥í♠ ❦ ✏✈②s✉♥✉t✐✉✑
♠❡♥❡❥ ✈ý③♥❛♠♦✈ý❝❤ ❜✐t♦✈ ♠❡♥➨✐❡❤♦ ↔ís❧❛ ③♦ ③♦❜r❛③✐t❡➝♥❡❥ ↔❛st✐ ♠❛♥t✐s② ❛ t❡❞❛ ❛❥ ❦ ♦r❡③❛♥✐✉
✾
✐❝❤ ♣rís♣❡✈❦✉ ❦ ✈ýs❧❡❞❦✉ ♣♦ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í✳ ❚❡♥t♦ ❡❢❡❦t s❛ ❛♥❣❧✐❝❦② ♥❛③ý✈❛ s❤✐❢t♦✉t ❬✶❪✳ ❱ ❡①✲
tré♠♥♦♠ ♣rí♣❛❞❡✱ ❦❡↕ m < ulp(v)2 ✱ ❜✉❞❡ ③ ❞ô✈♦❞✉ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛ ♣❧❛t✐➫ m+ v = v, ↔í♠ s❛
✈♣❧②✈ ♠❛❧é❤♦ ↔ís❧❛ m ♥❛ ✈ýs❧❡❞❦✉ ✈ô❜❡❝ ♥❡♣r❡❥❛✈í✳ ❙❛♠♦ ♦ s❡❜❡ t♦ ♥✐❡ ❥❡ ✈❡➞❦ý ♣r♦❜❧é♠✱
✈ýs❧❡❞♦❦ ♠á stá❧❡ r❡❧❛tí✈♥✉ ❝❤②❜✉ ♥❛❥✈✐❛❝ ε✳
❯✈❛➸✉❥♠❡ t❡r❛③ ♦ ♣r♦❜❧é♠❡ s❤✐❢t♦✉t ✈ ✐♥♦♠ ❦♦♥t❡①t❡✳ ❆❦ s↔ít❛♠❡ ✈❡➞❦ý ♣♦↔❡t ♠❛❧ý❝❤
↔ís❡❧ m✱ ♣r✐↔♦♠ ✐❝❤ ❥❡ t❛❦ ✈❡➞❛✱ ➸❡ sú↔❡t ♣r❡s✐❛❤♥❡ v✱ ♣♦t♦♠ ♣r✐♣♦↔ít❛♥í♠ ➞✉❜♦✈♦➞♥é❤♦ ♣♦↔t✉
↕❛❧➨í❝❤ m s❛ ✉➸ sú↔❡t ♥❡③♠❡♥í✳ ❙↔ít❛♥✐❡ ♠♥♦➸✐♥② ↔ís❡❧ ❥❡ ♣r❡t♦ ♠♦➸♥é ✐❜❛ ❞♦ ✉r↔✐té❤♦ ♣♦↔t✉
s↔ít❛♥❝♦✈ ③á✈✐s❧é❤♦ ♦❞ ➨ír❦② ♠❛♥t✐s② ❛ ♦❞ ➨t❛t✐st✐❝❦é❤♦ r♦③❧♦➸❡♥✐❛ s↔ít❛♥❝♦✈✳ Pr❡❦r♦↔❡♥í♠
t❡❥t♦ ❤r❛♥✐❝❡ s❛ ✈ýs❧❡❞♦❦ st❛♥❡ ♥❡③♠②s❡❧♥ý♠✳ ❖❜♠❡❞③✐➫ t❡♥t♦ ❡❢❡❦t s❛ ❞á ♦❦r❡♠ r♦③➨ír❡✲
♥✐❛ ♠❛♥t✐s② ❛❥ ✈②❧❡♣➨❡♥ý♠ ❛❧❣♦r✐t♠♦♠ s↔ít❛♥✐❛✱ ♥❛♣rí❦❧❛❞ s↔ít❛♥í♠ ♣♦ ❞✈♦❥✐❝✐❛❝❤ ✭♣❛✐r✇✐s❡
s✉♠♠❛t✐♦♥✮ ❛❧❡❜♦ ❑❛❤❛♥♦✈ý♠ s↔ít❛♥í♠ ✭❑❛❤❛♥ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❬✽❪✮✳ ❑❛❤❛♥♦✈❡ s↔ít❛♥✐❡ s❛ s♥❛➸í
✉r↔✐➫ ✈❡➞❦♦s➫ ③❛♦❦rú❤❧❡♥✐❛ ❛ ♣r✐♣♦↔ít❛➫ ❤♦ ❛❦♦ ❦♦r❡❦❝✐✉ ❦ ♥❛s❧❡❞✉❥ú❝❡♠✉ s↔ít❛♥❝✉✳ Pr✐ s↔ít❛♥í
♣♦ ❞✈♦❥✐❝✐❛❝❤ ✭♣r✐♥❝í♣ ❜✐♥ár♥❡❤♦ str♦♠✉✮ r♦③❞❡❧í♠❡ r❛❞ s↔ít❛♥❝♦✈ ♥❛ ❞✈♦❥✐❝❡ ❛ t✐❡t♦ ❞✈♦❥✐❝❡
s↔ít❛♠❡ ♥❡③á✈✐s❧❡ ♥❛ ♦st❛t♥ý❝❤ ❞✈♦❥✐❝✐❛❝❤✳ P♦st✉♣ ♦♣❛❦✉❥❡♠❡ ♥❛ ✈ýs❧❡❞❦♦❝❤ ♣r❡❞❝❤á❞③❛❥ú✲
❝❡❤♦ s↔ít❛♥✐❛✱ ❛➸ ❦ý♠ ♥❡③ís❦❛♠❡ ❥❡❞✐♥é ✈ýs❧❡❞♥é ↔ís❧♦✳ Pr❡ ↕❛❧➨✐❡ ③❧❡♣➨❡♥✐❡ ♣r❡s♥♦st✐ ✈ýs❧❡❞❦✉
❥❡ ♠ô➸♥é r❛❞ s↔ít❛♥❝♦✈ ✉s♣♦r✐❛❞❛➫ ♣♦❞➞❛ ✈❡➞❦♦st✐✳ ❚❛❦ ③❛❜❡③♣❡↔í♠❡✱ ❛❜② s❛ s↔ít❛✈❛❧✐ ✈➸❞②
✏♥❛❥❜❧✐➸➨✐❡✑ ↔ís❧❛✱ t❡❞❛ ↔ís❧❛ s ↔♦ ♥❛❥♠❡♥➨í♠ r♦③❞✐❡❧♦♠ ❤♦❞♥ôt✳
❙ ❡❢❡❦t♦♠ s❤✐❢t♦✉t s❛ str❡tá✈❛♠❡ ♥❛♣r✳ ♣r✐ s✐♠✉❧á❝✐✐✱ ❦❞❡ s❛ ♣r♦❜❧é♠ s↔ít❛♥✐❛ rô③♥❡
✈❡➞❦ý❝❤ ↔ís❡❧ ↔❛st♦ ♦❜❥❛✈✉❥❡ ✈♦ ✈ý♣♦↔t❡ ❛❦t✉á❧♥❡❤♦ ↔❛s✉✳ ❱ý♣♦↔❡t t②♣✉ tn = tn−1+∆t ✈❡❞✐❡
❦ ✈❡➞❦é♠✉ ❛❦✉♠✉❧♦✈❛♥✐✉ ❝❤②❜② ✈ ❞ôs❧❡❞❦✉ ♥❛r❛st❛♥✐❛ r♦③❞✐❡❧✉ ♠❡❞③✐ tn−1 ❛ ∆t ❛ ♣r❡t♦ ❥❡
✈ý❤♦❞♥❡❥➨í ❛❧❣♦r✐t♠✉s tn = t0 + n∆t✳
■♥ý ♣rí♣❛❞ ✈ýs❦②t✉ s❤✐❢t♦✉t ✈ sú✈✐s❧♦st✐ s♦ s✐♠✉❧á❝✐♦✉ s♣♦❥✐tý❝❤ s②sté♠♦✈ ♥❛st❛♥❡✱ ❦❡↕
s❛ ♣r✐♣♦↔ít❛✈❛ ③♠❡♥❛ st❛✈✉ s②sté♠✉ ♣♦↔❛s ∆t ❦ ❛❦t✉á❧♥❡♠✉ st❛✈✉✱ ↔♦ ♣r✐ ♠❛❧♦♠ ∆t ♠ô➸❡
✈✐❡s➫ ❦ s✐❧♥é♠✉ s❤✐❢t♦✉t✳ ❙tr❡t♥❡♠❡ s❛ s tý♠ ✈ ❡①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥❡❥ ↔❛st✐ t❡❥t♦ ♣rá❝❡✳
❖❞↔ít❛♥✐❡ ❞✈♦❝❤ ♣♦❞♦❜♥ý❝❤ ↔ís❡❧
Pr✐ ♥ás♦❜❡♥í ❛ ❞❡❧❡♥í ♣❧❛tí✱ ➸❡ ε s❛ ✈③➫❛❤✉❥❡ ❦ ✈❡➞❦♦st✐ ✈ýs❧❡❞❦✉✳ Pr✐ s↔ít❛♥í ❛ ♦❞↔ít❛♥í ❥❡
t♦ ❝❤②❜❛ r❡❧❛tí✈♥❛ ✈♦↔✐ ✈ä↔➨✐❡♠✉ ③♦ s↔ít❛♥❝♦✈✳ ❆❦ ♦❞↔ít❛♠❡ ❞✈❡ ♣♦❞♦❜♥é ↔ís❧❛✱ ❛❜s♦❧út♥❛
❤♦❞♥♦t❛ r♦③❞✐❡❧✉ ❥❡ ✈❡➞♠✐ ♠❛❧á ❛ ❝❤②❜❛✱ ❦t♦rá ✈③♥✐❦♥❡✱ ❥❡ r❡❧❛tí✈♥❡ ♠❛❧á ✈♦↔✐ ✈st✉♣♥ý♠
↔ís❧❛♠✱ ❛❧❡ ✈❡➞❦á ✈♦↔✐ ✈ýs❧❡❞❦✉✳ ◆❛❥✈ý③♥❛♠♥❡❥➨✐❡ ❜✐t② s❛ ✈♦ ✈ýs❧❡❞❦✉ ✈③á❥♦♠♥❡ ✈②♥✉❧✉❥ú✱
↔í♠ ③♦st❛♥❡ ✈ r❡♣r❡③❡♥tá❝✐✐ ↔ís❧❛ ✐❜❛ ♠á❧♦ ♣❧❛t♥ý❝❤ ↔ís❧✐❝✳ ❚❡♥t♦ ❡❢❡❦t s❛ ❛♥❣❧✐❝❦② ♥❛③ý✈❛
❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✳
Pr❡t❡↔❡♥✐❡ ❛ ♣♦❞t❡↔❡♥✐❡
Pr❡t❡↔❡♥✐❡ ✭♦✈❡r✢♦✇✮ ❛ ♣♦❞t❡↔❡♥✐❡ ✭✉♥❞❡r✢♦✇✮ ♥❛stá✈❛✱ ❦❡↕ ❤♦❞♥♦t❛ ↔ís❧❛ ♣r❡s✐❛❤♥❡ r♦③✲
s❛❤ ❡①♣♦♥❡♥t✉✳ ❆❦ ❥❡ ✈ýs❧❡❞♦❦ ♦♣❡rá❝✐❡ ♣rí❧✐➨ ✈❡➞❦ý✱ ♥❛st❛♥❡ ♣r❡t❡↔❡♥✐❡✳ ❱ýr❛③ ♥❛❞♦❜✉❞♥❡
➨♣❡❝✐á❧♥✉ ❤♦❞♥♦t✉ ✏♥❡❦♦♥❡↔♥♦✑✳ ❱ ♣rí♣❛❞❡✱ ➸❡ s❛ ✈ýs❧❡❞♦❦ ❜❧í➸✐ ❦ ❤♦❞♥♦t❡ ♥✉❧❛✱ ♥❛st❛♥❡ ♣♦❞✲
t❡↔❡♥✐❡✳ ❱③♥✐❦♥❡ ❞❡♥♦r♠❛❧✐③♦✈❛♥é ↔ís❧♦ ✭♣r✈á ↔ís❧✐❝❛ ♠❛♥t✐s② ♥✐❡ ❥❡ ✶✮ s ♠❡♥➨♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉✱
♥❡➸ ❥❡ ♣❧♥á ➨ír❦❛ ♠❛♥t✐s②✱ ❧❡❜♦ ♥❛❥✈ý③♥❛♠♥❡❥➨í ❜✐t ✭❛❧❡❜♦ ♥✐❡❦♦➞❦♦ ♥❛❥✈ý③♥❛♠♥❡❥➨í❝❤ ❜✐t♦✈✮
❥❡ r♦✈♥ý ♥✉❧❡✳ Pr✐ ↕❛❧➨♦♠ ③♠❡♥➨♦✈❛♥í ❤♦❞♥♦t② s❛ ↔ís❧♦ ③❛♦❦rú❤❧✐ ♥❛ ♥✉❧✉✳
❆❦ ❞ô❥❞❡ ❦ ♣r❡t❡↔❡♥✐✉ ❛❧❡❜♦ ♣♦❞t❡↔❡♥✐✉✱ ♦❜✈②❦❧❡ ♥❡♣♦♠á❤❛ ③✈ä↔➨✐➫ r♦③s❛❤ ❡①♣♦♥❡♥t✉
❛r✐t♠❡t✐❦②✱ ♣r❡t♦➸❡ ↔❛st♦ ❥❡ ❝❤②❜❛ ✈ ♥❡✈❤♦❞♥❡❥ ➨tr✉❦túr❡ ✈ý♣♦↔t♦✈✳
❱ý③♥❛♠ ❞❡♥♦r♠❛❧✐③♦✈❛♥ý❝❤ ↔ís❡❧ ❥❡ s♣♦r♥ý✳ ◆❛♠✐❡st♦ ♣r✉❞❦❡❥ str❛t② ♣r❡s♥♦st✐ ③❛♦❦rú❤✲
❧❡♥í♠ ♥❛ ♥✉❧✉ s❛ ♣r❡s♥♦s➫ strá❝❛ ♣♦st✉♣♥❡✱ ❧❡❜♦ ♠❛♥t✐s❛ ❞❡♥♦r♠❛❧✐③♦✈❛♥é❤♦ ↔ís❧❛ stá❧❡ ♦❜s❛✲
❤✉❥❡ ♥✐❡❦♦➞❦♦ ♣❧❛t♥ý❝❤ ↔ís❧✐❝✳ ❚♦ ③❧❡♣➨í ♣r❡s♥♦s➫ ✈ý♣♦↔t✉✳ ◆❛ ❞r✉❤❡❥ str❛♥❡ ❞❡♥♦r♠❛❧✐③♦✈❛♥é
↔ís❧♦ ♠ô➸❡ s➫❛➸✐➫ ❞❡t❡❦❝✐✉ ❝❤②❜②✱ ❦t♦rú ❜② ③❛♦❦rú❤❧❡♥✐❡ ♥❛ ♥✉❧✉ ③✈✐❞✐t❡➞♥✐❧♦✳
✶✵
❉❡❧✐t❡➞ ❜❧í③❦② ♥✉❧❡
Pr❡❞❝❤á❞③❛❥ú❝❡ ❡❢❡❦t② ♥❛stá✈❛❥ú ♥❛❥↔❛st❡❥➨✐❡ ✈t❡❞②✱ ❦❡↕ ❥❡ ❥❡❞❡♥ ③ ♠❡❞③✐✈ýs❧❡❞❦♦✈ rá❞♦✈♦
♦✈❡➞❛ ✈ä↔➨í ❛❦♦ ♦st❛t♥é✳ ❖❜r♦✈s❦ý ♠❡❞③✐✈ýs❧❡❞♦❦ ❥❡ ③❛s ♥❛❥↔❛st❡❥➨✐❡ s♣ôs♦❜❡♥ý ❞❡❧✐t❡➞♦♠
❜❧í③❦②♠ ♥✉❧❡✳
❙✐♥❣✉❧❛r✐t❛
❙✐♥❣✉❧❛r✐t♦✉ ❥❡ ❜♦❞✱ ✈ ❦t♦r♦♠ s❛ ❢✉♥❦❝✐❛ ❝❤♦✈á ✐♥❛❦ ❛❦♦ ✈ ❜❡➸♥❡ ♣♦✉➸í✈❛♥❡❥ ♦❜❧❛st✐✳ Pr❡s♥á
❞❡✜♥í❝✐❛ ③á✈✐sí ♦❞ ❦♦♥t❡①t✉✱ ♥❛♣rí❦❧❛❞✿
• ❢✉♥❦❝✐❛ ❥❡ ✈ t♦♠t♦ ❜♦❞❡ ♥❡❞❡✜♥♦✈❛♥á
• ❥❡ ✈ t♦♠t♦ ❜♦❞❡ ♥❡s♣♦❥✐tá
• ❥❡ ✈ t♦♠t♦ ❜♦❞❡ ♥❡❞✐❢❡r❡♥❝♦✈❛t❡➞♥á
• ❢✉♥❦↔♥á ❤♦❞♥♦t❛ s❛ ❜❧í➸✐ ♥❡❦♦♥❡↔♥✉
Pr♦❜❧é♠♦♠ ✈ý♣♦↔t♦✈ ✈ ♦❜❧❛st✐ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♥❡❜ý✈❛ ✐❜❛ ♣r❡s♥ý ❜♦❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ❛❧❡ ❛❥ ❥❡❤♦
♦❦♦❧✐❡✳ ❱➨❡♦❜❡❝♥❡ ♣❧❛tí✱ ➸❡ ↔í♠ ♣r❡s♥❡❥➨✐✉ ❛r✐t♠❡t✐❦✉ ♣♦✉➸í✈❛♠❡✱ tý♠ ❜❧✐➸➨✐❡ s❛ ♠ô➸❡ ♥❛❝❤á✲
❞③❛➫ ❤♦❞♥♦t❛ ✈st✉♣♥ý❝❤ ❞át ❦ s✐♥❣✉❧❛r✐t❡✳ ◆❛♣rí❦❧❛❞ ❢✉♥❦❝✐❛ ✭✸✳✶✮ ♠á s✐♥❣✉❧❛r✐t✉ ✈ n→∞✱
♣r✐↔♦♠ ✶✷✽ ❥❡ ✉➸ ♣rí❧✐➨ ❜❧í③❦❡ ♥❡❦♦♥❡↔♥✉✳
❩✐s➫♦✈❛♥✐❡ ♣r❡s♥♦st✐ ✈ý♣♦↔t♦✈
❯♥✐✈❡r③á❧♥② s♣ôs♦❜✱ ❛❦♦ ③✐st✐➫ ✈❡➞❦♦s➫ ❝❤②❜② ❛❦é❤♦❦♦➞✈❡❦ ✈ý♣♦↔t✉ s r❡á❧♥②♠✐ ↔ís❧❛♠✐ ♥✐❡
❥❡ ③♥á♠②✳ Prí❦❧❛❞♦♠ ↔❛st♦ ♣♦✉➸í✈❛♥ý❝❤ t❡❝❤♥í❦✱ ❦t♦ré s♣r❛✈✐❞❧❛✱ ❛❧❡ ♥✐❡ ✈➸❞②✱ ✉♠♦➸➡✉❥ú
❦✈❛♥t✐✜❦♦✈❛➫ ❝❤②❜✉ ✈ý♣♦↔t✉✱ ♣❛trí✿
• P♦r♦✈❛♥✐❡ s ✈ý♣♦↔t♦♠ ♣♦♠♦❝♦✉ ✐♥é❤♦ ❛❧❣♦r✐t♠✉✳
• P♦r♦✈❛♥✐❡ s ✈ý♣♦↔t♦♠ s♦ ③❛➨✉♠❡♥ý♠✐ ✈st✉♣♠✐✳ ❚❛❦ s❛ ♥✐❡❦❡❞② ✉❦á➸❡ ♥❡♣r✐♠❡r❛♥❡
✈❡➞❦á ❝✐t❧✐✈♦s➫ ♥❛ ♠❛❧ú ③♠❡♥✉ ↔ís❡❧✳ ❱②➸❛❞✉❥❡ t♦ ♠♥♦❤♦♥ás♦❜♥é ♦♣❛❦♦✈❛♥✐❡ ✈ý♣♦↔t✉
❛ ➨t❛t✐st✐❝❦é s♣r❛❝♦✈❛♥✐❡ ✈ýs❧❡❞❦♦✈✳
• P♦r♦✈❛♥✐❡ s ✈ý♣♦↔t♦♠ s ✐♥ý♠ s♣ôs♦❜♦♠ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛✳ ❩❛➨✉♠❡♥✐❡ ✈st✉♣✉ s❛ ♠ô➸❡
✈ ③❧♦➸✐t❡❥➨♦♠ ✈ý♣♦↔t❡ ③ ❞ô✈♦❞✉ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛ str❛t✐➫ ❛ ♥❡♦✈♣❧②✈♥✐➫ ♥❡s❦♦r➨✐❡ ❢á③②
✈ý♣♦↔t✉✳ ◆❛♣r♦t✐ t♦♠✉ ③♠❡♥❛ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛ ✈♣❧ý✈❛ ♥❛ ✈➨❡t❦② ♠❡❞③✐✈ý♣♦↔t②✳ Pr♦❜✲
❧é♠♦♠ t❡❥t♦ ♠❡tó❞② ❜ý✈❛ s❧❛❜á ♣♦❞♣♦r❛ rô③♥②❝❤ s♣ôs♦❜♦✈ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛ ✈ ♣r♦❣r❛✲
♠♦✈❛❝í❝❤ ❥❛③②❦♦❝❤✳
• P♦r♦✈❛♥✐❡ s ✈ý♣♦↔t♦♠ s ✐♥♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳
• P♦✉➸✐t✐❡ ✐♥t❡r✈❛❧♦✈❡❥ ❛r✐t♠❡t✐❦② ❬✾❪✳
❱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✈❡❥ ❛r✐t♠❡t✐❦❡ ❥❡ ❦❛➸❞é ↔ís❧♦ r❡♣r❡③❡♥t♦✈❛♥é ❞✈♦❥✐❝♦✉ ❤♦❞♥ôt ✕ ✈r❝❤♥♦✉ ❛ s♣♦❞✲
♥♦✉ ❤r❛♥✐❝♦✉✳ ❑❛➸❞á ❛r✐t♠❡t✐❝❦á ♦♣❡rá❝✐❛ s❛ ✈②❦♦♥á ❞✈❛❦rát✱ ♣r✐↔♦♠ ✈ýs❧❡❞♦❦ ♣r❡ ✈r❝❤♥ú
❤r❛♥✐❝✉ s❛ ③❛♦❦rú❤➞✉❥❡ ♥❛❤♦r✱ ✈ýs❧❡❞♦❦ ♣r❡ s♣♦❞♥ú ❤r❛♥✐❝✉ ♥❛❞♦❧✳ ❚ý♠ s❛ ③❛❜❡③♣❡↔í✱ ❛❜②
s❦✉t♦↔♥ý ♥❡③❛♦❦rú❤❧❡♥ý ✈ýs❧❡❞♦❦ ❧❡➸❛❧ ✈♦ ✈♥útr✐ ✐♥t❡r✈❛❧✉✳ ❱ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞❛❝❤ s❛
✐♥t❡r✈❛❧♦✈á ❛r✐t♠❡t✐❦❛ ✈ä↔➨✐♥♦✉ ♥❡♣♦✉➸í✈❛ ③ ♥✐❡❦♦➞❦ý❝❤ ❞ô✈♦❞♦✈✿
• ❩♦❤➞❛❞➡✉❥❡ ✐❜❛ ❝❤②❜✉ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í♠✱ ♥❡③♦❤➞❛❞➡✉❥❡ ❝❤②❜✉ ♦r❡③❛♥í♠✱ ♣r✐↔♦♠ ❝❤②❜❛ ♦r❡✲
③❛♥í♠ ❜ý✈❛ ♥❡③❛♥❡❞❜❛t❡➞♥á✳
✶✶
• ◆❡③♦❤➞❛❞➡✉❥❡ st❛❜✐❧✐t✉ ♠❡tó❞②✱ ❦t♦rá ③❛r✉↔í✱ ➸❡ ✈♣❧②✈ ❦❛➸❞❡❥ ❥❡❞♥♦t❧✐✈❡❥ ❝❤②❜② s❛
↔❛s♦♠ ③♠❡♥➨✉❥❡✳ ❱ýs❧❡❞♥ý ✐♥t❡r✈❛❧ ❥❡ ♣r❡t♦ ♠♥♦❤♦♥ás♦❜♥❡ ➨✐r➨í✱ ♥❡➸ ❥❡ ♥✉t♥é✳
• Pr❡s♥á ❤♦❞♥♦t❛ ♥❡❜ý✈❛ r♦③❧♦➸❡♥á r♦✈♥♦♠❡r♥❡ ♦❦♦❧♦ str❡❞✉ ✐♥t❡r✈❛❧✉✳ ◆❛♣rí❦❧❛❞ ❦❡↕
✉♠♦❝♥í♠❡ ♥❡③♥á♠❡ ↔ís❧♦ ✵✱✺ ♦ ❦t♦r♦♠ ✈✐❡♠❡ ✐❜❛ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭✵✱ ✶✮✱ ❞♦st❛♥❡♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭✵✱
✶✮✱ ❛❧❡ s♣rá✈♥❛ ♥❡③❛♦❦rú❤❧❡♥á ❤♦❞♥♦t❛ ✵✱✷✺ ❥❡ s②st❡♠❛t✐❝❦② ♠✐♠♦ str❡❞✉ ✐♥t❡r✈❛❧✉✳
Pr❡ ③♠❡♥➨♦✈❛♥✐❡ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛❝í❝❤ ❝❤ý❜ s❛ ③ ♣♦❤➞❛❞✉ t❡❥t♦ ♣rá❝❡ ♥❛❥✈✐❛❝ ❤♦❞í ♣♦✉➸✐t✐❡ rô③✲
♥②❝❤ ❛❧❣♦r✐t♠♦✈ ❛ ♣r❡s♥❡❥➨❡❥ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳
✸✳✸ ❑♥✐➸♥✐❝❡ ♣r❡ ✈ý♣♦↔t② s ➞✉❜♦✈♦➞♥♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉
❽✉❜♦✈♦➞♥á ♣r❡s♥♦s➫ ✭✈ ❛♥❣❧✐❝❦❡❥ ❧✐t❡r❛túr❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❛❧❡❜♦ ❛❥ ♠✉❧t✐♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❜✐❣♥✉♠✱ ✐♥✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✮ ③♥❛♠❡♥á✱ ➸❡ ♣♦↔❡t ❜✐t♦✈ ❛r✐t♠❡t✐❦② ♥✐❡ ❥❡ ♦❜✲
♠❡❞③❡♥ý ❛r✐t♠❡t✐❝❦♦✉ ❥❡❞♥♦t❦♦✉ ♣♦✉➸✐té❤♦ ♣♦↔ít❛↔❛✳ ❏❡❞♥❛ ♦♣❡rá❝✐❛ s ↔ís❧♦♠ ✈✐❛❝♥ás♦❜♥❡❥
♣r❡s♥♦st✐ s❛ ✐♥t❡r♥❡ s❦❧❛❞á ③ ✈✐❛❝❡rý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í ♦❜②↔❛❥♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐✱ ❛❧❡❜♦ ③ ✈✐❛❝❡rý❝❤ ❝❡❧♦✲
↔ís❡❧♥ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í✳
Pr♦❜❧é♠♦♠ r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧ s ➞✉❜♦✈♦➞♥♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ❥❡✱ ➸❡ ♥❡❡①✐st✉❥❡ ✈➨❡♦❜❡❝♥❡ ✉③♥á✈❛♥ý
➨t❛♥❞❛r❞ ♣♦❞♦❜♥ý ■❊❊❊✲✼✺✹✳ ❯➸í✈❛t❡➞ s✐ ♠✉sí ❜②➫ ✈❡❞♦♠ý ❞ôs❧❡❞❦♦✈ ➨♣❡❝✐✜❦á❝✐❡ s✈♦❥❡❥
❦♦♥❦rét♥❡❥ ❦♥✐➸♥✐❝❡✳
❱ t❡❥t♦ ↔❛st✐ ❜✉❞❡♠❡ ✉✈❛➸♦✈❛➫ ✐❜❛ ♦ ❦♥✐➸♥✐❝✐❛❝❤ s r♦③❤r❛♥í♠ ♣r❡ ❥❛③②❦② ❈✴❈✰✰✱ ❦t♦ré
♣r✐❛♠♦ ♣♦s❦②t✉❥ú ✈ý♣♦↔t② ③á❦❧❛❞♥ý❝❤ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í ❛❥ ❜❡➸♥❡❥➨í❝❤ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥✲
tá❧♥②❝❤ ❢✉♥❦❝✐í ✭sí♥✉s✱ ❦♦sí♥✉s✱ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧❛✱ ❧♦❣❛r✐t♠✉s✮ ♣r❡ r❡á❧♥❡ ↔ís❧❛✳ ❱③❤➞❛❞♦♠ ♥❛
♣♦➸✐❛❞❛✈❦②✱ ❦t♦ré sú ❦❧❛❞❡♥é ♥❛ ❦♥✐➸♥✐❝✉ ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ♠❡tó❞ ♥✐❡ ❥❡ ♥✉t♥é✱ ❛❜② ❜♦❧❛ ♣r❡s✲
♥♦s➫ ❛r✐t♠❡t✐❦② ♥❛st❛✈✐t❡➞♥á ❞②♥❛♠✐❝❦② ♣♦↔❛s ❜❡❤✉ ♣r♦❣r❛♠✉✳ P♦st❛↔✉❥ú❝❛ ❥❡ ❛❥ st❛t✐❝❦②
♥❛st❛✈✐t❡➞♥á ♣r❡s♥♦st ♦♣❡r❛♥❞♦✈ ✈ ❞♦❜❡ ❦♦♠♣✐❧á❝✐❡✳
Pr✐ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦❝❤✱ ❦❞❡ ♥✐❡ ❥❡ ♣♦tr❡❜♥é ♥❛st❛✈♦✈❛➫ ♣r❡s♥♦s➫ ❛r✐t♠❡t✐❦②✱ ❜✉❞❡♠❡ ③ ❞ô✲
✈♦❞✉ ➨❡tr❡♥✐❛ ✈ý♣♦↔t♦✈ý♠ ↔❛s♦♠ ♣♦✉➸í✈❛➫ ❥❡❞♥♦❞✉❝❤ú ♣r❡s♥♦s➫ ■❊❊❊ ✼✺✹ ♥❛ s✐♠✉❧á❝✐✉✱
❞✈♦❥♥ás♦❜♥ú ♣r❡s♥♦s➫ ♥❛ ✈ý♣♦↔❡t r❡❢❡r❡♥↔♥é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛ ❛ ❝❤②❜②✳ ▼❛t❡♠❛t✐❝❦é ❦♥✐➸♥✐❝❡ ♣r✐
rô③♥②❝❤ ♦♣❡r❛↔♥ý❝❤ s②sté♠♦❝❤ ❛ ❦♦♠♣✐❧át♦r♦❝❤ ♥✐❡ sú r♦✈♥❛❦❡❥ ❦✈❛❧✐t② ❛ ♥❡❞á✈❛❥ú r♦✈♥❛❦é
✈ýs❧❡❞❦② tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝❦ý❝❤ ❢✉♥❦❝✐í✳ ❏❡ ♣r❡t♦ ❞ô❧❡➸✐té ♣♦③♥❛➫ ✈❧❛st♥♦st✐ ❛ ♦❜♠❡❞③❡♥✐❛ ❦♦♥✲
❦rét♥❡❥ ♠❛t❡♠❛t✐❝❦❡❥ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ♣r✐ ❥❡❥ ❛♣❧✐❦á❝✐✐✳
Prí❦❧❛❞♦♠ ❦♥✐➸♥í❝ ♣r❡ ✈ý♣♦↔t② s ➞✉❜♦✈♦➞♥♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ sú✿
• ●▼P ✭❣♠♣❧✐❜✳♦r❣✮
• ▼P❋❘ ✭✇✇✇✳♠♣❢r✳♦r❣✱ ❬✶✸❪✮
• ❛♣✢♦❛t ✭✇✇✇✳❛♣✢♦❛t✳♦r❣✮
• ❤✢♦❛t ✭✇✇✇✳❥❥❥✳❞❡✴❤✢♦❛t✴ ✮
• ❇❙❉▼P ✭❜s❞♠♣✳♦r❣✮
• ❛r♣r❡❝ ✭❝r❞✲❧❡❣❛❝②✳❧❜❧✳❣♦✈✴⑦❞❤❜❛✐❧❡②✴♠♣❞✐st✴ ✮
• ❈▲◆ ✭✇✇✇✳❣✐♥❛❝✳❞❡✴❈▲◆✴ ✮✳
✶✷
●▼P
◆á③♦✈ ●▼P ❥❡ s❦r❛t❦♦✉ ❛♥❣❧✐❝❦é❤♦ ♥á③✈✉ ✏❚❤❡ ●◆❯ ▼✉❧t✐♣❧❡ Pr❡❝✐s✐♦♥ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ▲✐❜✲
r❛r②✑✳ ❏❡ ♥❛✈r❤♥✉tá s ❞ôr❛③♦♠ ♥❛ rý❝❤❧♦s➫✳ P♦✉➸í✈❛ rô③♥❡ ❛❧❣♦r✐t♠② ♦♣t✐♠❛❧✐③♦✈❛♥é ♣r❡
❦♦♥❦rét♥❡ ✈❡➞❦♦st✐ ♦♣❡r❛♥❞♦✈ ❛ ❦♦♥❦rét♥✉ ❛r❝❤✐t❡❦túr✉ ♣♦↔ít❛↔❛✳
▼❡❞③✐ ❥❡❥ ↕❛❧➨✐❡ ✈ý❤♦❞② ♣❛trí✿
• ➆❦á❧♦✈❛t❡➞♥♦s➫✳ ◆❡♠á ➸✐❛❞♥❡ ♦❜♠❡❞③❡♥✐❛ ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫ ♦♣❡r❛♥❞♦✈ ♦❦r❡♠ ✈❡➞❦♦st✐ ♣❛✲
♠ät❡ ♣♦↔ít❛↔❛✳
• ❖t✈♦r❡♥♦s➫✳ ❏❡ ✈♦➞♥❡ ❞♦st✉♣♥á ♣♦❞ s❧♦❜♦❞♥♦✉ ❧✐❝❡♥❝✐♦✉ ▲●P▲✳
• Pr❡♥♦s✐t❡➞♥♦s➫✳ ❋✉♥❣✉❥❡ ♣♦❞ ✈✐❛❝❡rý♠✐ ♦♣❡r❛↔♥ý♠✐ s②sté♠❛♠✐ ❯♥✐①✲♦✈é❤♦ t②♣✉ ✈rá✲
t❛♥❡ ▲✐♥✉①✉✱ ❛❥ ♣♦❞ ❲✐♥❞♦✇s ✈ ✸✷✲ ❛❥ ✻✹✲ ❜✐t♦✈♦♠ ♠ó❞❡✳
• ❙♣♦➞❛❤❧✐✈♦s➫✳ ▼á ♣♦♠❡r♥❡ ✈❡➞❦ú ❦♦♠✉♥✐t✉ ♣♦✉➸í✈❛t❡➞♦✈ ❛ ✈ý✈♦❥ár♦✈✱ ↔♦ ♥❛③♥❛↔✉❥❡
❞♦❜ré t❡st♦✈❛♥✐❡ ❬✶✸❪✳
▼❡❞③✐ ♥❡✈ý❤♦❞② ♣❛trí✿
• ❘❡♣r♦❞✉❦♦✈❛t❡➞♥♦s➫ ✈ý♣♦↔t♦✈ ♥✐❡ ❥❡ ③❛r✉↔❡♥á✳ ●▼P ❣❛r❛♥t✉❥❡✱ ➸❡ ♠✐♥✐♠á❧♥❛ ♣♦➸❛✲
❞♦✈❛♥á ♣r❡s♥♦s➫ ❜✉❞❡ ❞♦❞r➸❛♥á✱ s❦✉t♦↔♥á ♣r❡s♥♦s➫ ♠ô➸❡ ❜②➫ ✐♥á✳
• ◆í③❦♦úr♦✈➡♦✈é r♦③❤r❛♥✐❡✳ ❏❡ ♣♦tr❡❜♥ý❝❤ ✈❡➞❛ ú♣r❛✈ ❤♦t♦✈é❤♦ ♣r♦❣r❛♠✉✱ ❦ý♠ s❛ ♠ô➸❡
●▼P ♣♦✉➸í✈❛➫ ♣r✐ ✈ý♣♦↔t♦❝❤ ♥❛♠✐❡st♦ ➨t❛♥❞❛r❞♥ý❝❤ ❞át♦✈ý❝❤ t②♣♦✈ ❥❛③②❦❛ ❈✳ ●▼P
♦❜s❛❤✉❥❡ ❛❥ ♦❜❥❡❦t♦✈♦ ♦r✐❡♥t♦✈❛♥é ❈✰✰ r♦③❤r❛♥✐❡✱ ❛❧❡ t♦ ❥❡ ③❛t✐❛➞ ✈ ❡①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥♦♠
➨tá❞✐✉✳ ❙❛♠♦t♥í ❛✉t♦r✐ ♦❞♣♦rú↔❛❥ú ♣r✐ ✈ý✈♦❥✐ ♥♦✈ý❝❤ ♣r♦❣r❛♠♦✈ ♥❡♣♦✉➸✐➫ ❤♦ ❛ r❛❞➨❡❥
♣♦✉➸✐➫ ▼P❋❘✳
Pr❡ t✐❡t♦ ♥❡✈ý❤♦❞② ♥✐❡ ❥❡ ●▼P ♣r✐❛♠♦ ✈❤♦❞♥á ♥❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t② s ✈♦❧✐t❡➞♥ý♠ ♣♦↔t♦♠ ❜✐t♦✈✱
❛❧❡ ❥❡❥ rý❝❤❧❡ ❛ s♣♦➞❛❤❧✐✈é ❛❧❣♦r✐t♠② sú ③á❦❧❛❞♦♠ ✈✐❛❝❡rý❝❤ ↕❛❧➨í❝❤ ❦♥✐➸♥í❝✳
▼P❋❘
❑♥✐➸♥✐❝❛ ▼P❋❘ ✭✏▼✉❧t✐♣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❇✐♥❛r② ❋❧♦❛t✐♥❣ P♦✐♥t ▲✐❜r❛r② ✇✐t❤ ❈♦rr❡❝t ❘♦✉♥❞✐♥❣✑✮
s❛ s♥❛➸í ❛♣❧✐❦♦✈❛➫ ♠②➨❧✐❡♥❦② ➨t❛♥❞❛r❞✉ ■❊❊❊✲✼✺✹ ♥❛ ↔ís❧❛ ✈✐❛❝♥ás♦❜♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐✳ ❏❡ ✈②t✈♦✲
r❡♥á ❛❦♦ ♥❛❞st❛✈❜❛ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ●▼P✳ ❱ý❤♦❞② s♣♦♠í♥❛♥é ♣r✐ ●▼P ♣❧❛t✐❛ ❛❥ ♣r❡ ▼P❋❘✳ ❖❦r❡♠
t♦❤♦ ③❛r✉↔✉❥❡ ▼P❋❘ ❛❥ ❦♦r❡❦t♥é ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❡ ❛ r❡♣r♦❞✉❦♦✈❛t❡➞♥♦s➫ ❜❡③ ♦❤➞❛❞✉ ♥❛ ♣♦✲
✉➸✐tý ♣r♦❝❡s♦r ❛ ♦♣❡r❛↔♥ý s②sté♠✳ P♦❞♣♦r✉❥❡ ✈✐❛❝ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥tá❧♥②❝❤ ❢✉♥❦❝✐í✱ rô③♥❡ ♠ó❞②
③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛ ❛ ➨♣❡❝✐á❧♥❡ ❤♦❞♥♦t② r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧✿ ◆❛◆✱ ❦❧❛❞♥é ❛ ③á♣♦r♥é ♥❡❦♦♥❡↔♥♦✳
❍❧❛✈♥♦✉ ♥❡✈ý❤♦❞♦✉ ❥❡ ♦♣ä➫ ♥í③❦♦úr♦✈➡♦✈é ✉➸í✈❛t❡➞s❦é r♦③❤r❛♥✐❡✳ ◆❛s❧❡❞✉❥❡ ♣rí❦❧❛❞ ♣♦✲
✉➸✐t✐❛ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ▼P❋❘ ♣r❡❜r❛♥ý ③ ❬✶✺❪✿
✈♦✐❞ s❝❤✇❡❢❡❧✭♠♣❢r❴t ②✱ ♠♣❢r❴t ①✮
④
♠♣❢r❴t t❀ ♠♣❢r❴✐♥✐t✭t✮❀
♠♣❢r❴❛❜s✭t✱①✱●▼P❴❘◆❉◆✮❀
♠♣❢r❴sqrt✭t✱t✱●▼P❴❘◆❉◆✮❀
♠♣❢r❴s✐♥✭t✱t✱●▼P❴❘◆❉◆✮❀
♠♣❢r❴♠✉❧✭t✱t✱①✱●▼P❴❘◆❉◆✮❀
♠♣❢r❴s❡t❴str✭②✱✧✹✶✽✳✾✽✷✾✧✱✶✵✱●▼P❴❘◆❉◆✮❀
♠♣❢r❴s✉❜✭②✱②✱t✱●▼P❴❘◆❉◆✮❀
♠♣❢r❴❝❧❡❛r✭t✮❀
⑥
✶✸
Pr❡t♦ ✈③♥✐❦❧♦ ✈✐❛❝❡r♦ ❛❧t❡r♥❛tí✈♥②❝❤ r♦③❤r❛♥í✿
• ♠♣❢r ❈✰✰ ❬✶✺❪
• ♠♣❢r✿✿r❡❛❧ ✭❝❤s❝❤♥❡✐❞❡r✳❡✉✴♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✴♠♣❢r❴r❡❛❧✴ ✮
• ♠♣❢r❝♣♣ ✭❜❡s❤❡♥♦✈✳r✉✴♠♣❢r❝♣♣✴ ✮
• ❣♠♣❢r①① ✭♠❛t❤✳❜❡r❦❡❧❡②✳❡❞✉✴⑦✇✐❧❦❡♥✴❝♦❞❡✴❣♠♣❢r①①✴ ✮
❚✐❡t♦ s❛ ♦❞❧✐➨✉❥ú ♦❦r❡♠ ❛r❝❤✐t❡❦túr② ❛❥ rô③♥♦✉ ✜❧♦③♦✜♦✉ ♣r✐ ♥❛st❛✈♦✈❛♥í ♣r❡s♥♦st✐ ♠❡❞③✐✲
✈ý♣♦↔t♦✈✱ t❛❦➸❡ ✈ýs❧❡❞❦② ♣r✐ ♣♦✉➸✐tí rô③♥②❝❤ r♦③❤r❛♥í ♥❡♠✉s✐❛ ❜②➫ r♦✈♥❛❦é✳
▼♣❢r ❈✰✰
❘♦③❤r❛♥✐❡✱ ❦t♦ré ③❛❜❛➞✉❥❡ ❞át♦✈é t②♣② ▼P❋❘ ❞♦ ♦❜❥❡❦t♦✈✳ ❆r✐t♠❡t✐❝❦é ♦♣❡rá❝✐❡ sú ❞♦st✉♣♥é
♣♦♠♦❝♦✉ ♣r❡➫❛➸♦✈❛♥✐❛ ♦♣❡rát♦r♦✈✱ t❛❦➸❡ ✉♠♦➸➡✉❥❡ ♣♦❤♦❞❧♥ú ❦♦♥✈❡r③✐✉ ❤♦t♦✈é❤♦ ❛❧❣♦r✐t♠✉
s♦ ➨t❛♥❞❛r❞♥ý♠✐ t②♣♠✐ ❥❛③②❦❛ ❈ ♥❛ ❛❧❣♦r✐t♠✉s s ♣♦✉➸✐tí♠ ✈✐❛❝♥ás♦❜♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐✳ ❖❜s❛❤✉❥❡
✈❧❛st♥ý s②sté♠ s♣rá✈② ♣❛♠ät❡✱ ❦t♦rý ♠á ♣♦❞➞❛ ❛✉t♦r❛ ③rý❝❤❧✐➫ ♣rá❝✉ s ♠❡❞③✐✈ýs❧❡❞❦❛♠✐
✈ ③❧♦➸✐t❡❥➨í❝❤ ✈ýr❛③♦❝❤✳ Pr❡s♥♦s➫ ✈ý♣♦↔t♦✈ ❥❡ ♥❛st❛✈✐t❡➞♥á ❞②♥❛♠✐❝❦②✱ ♣r❡s♥♦s➫ ♠❡❞③✐✈ý✲
s❧❡❞❦♦✈ ❥❡ ❞❛♥á ✈➸❞② ♠❛①✐♠♦♠ ♣r❡s♥♦st✐ ♦♣❡r❛♥❞♦✈✳
Pr♦❜❧é♠② ♣r✐ ♣♦✉➸✐tí ❦♥✐➸♥✐❝❡✿
• ❆✉t♦♠❛t✐❝❦á ❦♦♥✈❡r③✐❛ ♥❛ t②♣ ❞♦✉❜❧❡✱ ❦t♦rá ♠ô➸❡ s♣ôs♦❜✐➫ ✈♦ ✈ý♣♦↔t♦❝❤ ♥❡♦↔❛❦á✈❛♥ú
str❛t✉ ♣r❡s♥♦st✐ ♥út✐ ❦ ✈❡➞❦❡❥ ♦♣❛tr♥♦st✐ ♣r✐ ③❛♣✐s♦✈❛♥í ✈ýr❛③♦✈✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❦❡❥ ❦♦♥✈❡r③✐✐
s❛ ❞á ③❛❜rá♥✐➫ ③❛❦á③❛♥í♠ ♣rís❧✉➨♥ý❝❤ ❢✉♥❦❝✐í ✈ ③❞r♦❥♦✈♦♠ ❦ó❞❡ ❦♥✐➸♥✐❝❡✳
• ❙❧❛❜á ❞♦❦✉♠❡♥tá❝✐❛✳
▲✐❝❡♥❝✐❛ ❞♦✈♦➞✉❥❡ ♣♦✉➸✐➫ ▼♣❢r ❈✰✰ ✈ ♥❡❦♦♠❡r↔♥ý❝❤ ♣r♦❥❡❦t♦❝❤✳ Prí❦❧❛❞ ♣♦✉➸✐t✐❛ r♦③❤r❛♥✐❛
♠♣❢r ❈✰✰ ❬✶✺❪✱ r♦✈♥❛❦ý ✈ý♣♦↔❡t ❛❦♦ ✈ ♣r❡❞❝❤á❞③❛❥ú❝♦♠ ❛❧❣♦r✐t♠❡✿
♠♣r❡❛❧ s❝❤✇❡❢❡❧✭♠♣r❡❛❧✫ ①✮
④
r❡t✉r♥ ✹✶✽✳✾✽✷✾✲①✯s✐♥✭sqrt✭❛❜s✭①✮✮✮❀
⑥
▼♣❢r✿✿r❡❛❧
❥❡ r♦③❤r❛♥✐❡ ♣♦❞♦❜♥é ♠♣❢r ❈✰✰✳ ❖❞❧✐➨✉❥❡ s❛ s✈♦❥♦✉ ✈♥út♦r♥♦✉ ❛r❝❤✐t❡❦túr♦✉ ✈②✉➸í✈❛❥ú❝♦✉
➨❛❜❧ó♥②✳ ▼♣❢r✿✿r❡❛❧ ♥❛st❛✈✉❥❡ ♣r❡s♥♦s➫ ❞át♦✈ý❝❤ t②♣♦✈ st❛t✐❝❦② ✉➸ ✈ ❞♦❜❡ ❦♦♠♣✐❧á❝✐❡✳ Pr❡
♣♦✉➸✐t✐❡ ↔ís❡❧ s rô③♥♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ❥❡ ♣r❡t♦ ♣♦tr❡❜♥á ❞❡✜♥í❝✐❛ rô③♥②❝❤ ❞át♦✈ý❝❤ t②♣♦✈✳ ■❝❤
s♣♦❧♦↔♥é ♣♦✉➸✐t✐❡ ✈ ❥❡❞♥♦♠ ✈ýr❛③❡ ③❛❜❡③♣❡↔✉❥ú ❦♦♥✈❡r③✐❡✳ ❚át♦ ✜❧♦③♦✜❛ ♣r❡s♥❡ ③♦❞♣♦✈❡❞á
♥á✈r❤✉ ❦♥✐➸♥✐❝❡✱ ❦t♦rá ❥❡ ♣r❡❞♠❡t♦♠ t❡❥t♦ ♣rá❝❡✳
❱á➸♥♦✉ ♥❡✈ý❤♦❞♦✉ ♠♣❢r✿✿r❡❛❧ ❥❡ s❦♦ré ➨tá❞✐✉♠ ✈ý✈♦❥❛✱ ↔✐➸❡ ✈②➨➨✐❡ r✐③✐❦♦ ❝❤ý❜✳ Pr✐ ❡①♣❡✲
r✐♠❡♥t♦❝❤ ✈ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ ❜♦❧✐ ❞♦s✐❛❤♥✉té ③❤♦❞♥é ✈ýs❧❡❞❦② ✈ý♣♦↔t♦✈ ✈ ♣♦r♦✈♥❛♥í s ❦♥✐➸♥✐❝♦✉
♠♣❢r ❈✰✰✳ ❚❡①t♦✈ý ✈st✉♣ ❜♦❧ ✈➨❛❦ ✈ ♥✐❡❦t♦rý❝❤ s✐t✉á❝✐á❝❤ ♥❡❢✉♥❦↔♥ý✳ ❆✉t♦r ♣r✐s➞ú❜✐❧ s❦♦rú
♥á♣r❛✈✉ ❛ ③❞♦❦✉♠❡♥t♦✈❛♥✐❡✳
Prí❦❧❛❞ ♣♦✉➸✐t✐❛ r♦③❤r❛♥✐❛ ♠♣❢r✿✿r❡❛❧✱ r♦✈♥❛❦ý ✈ý♣♦↔❡t ❛❦♦ ✈ ♣r❡❞❝❤á❞③❛❥ú❝♦♠ ❛❧❣♦✲
r✐t♠❡✿
✶✹
♠♣❢r✿✿r❡❛❧❁✶✷✽❃ s❝❤✇❡❢❡❧✭♠♣❢r✿✿r❡❛❧❁✶✷✽❃✫ ①✮
④
r❡t✉r♥ ✧✹✶✽✳✾✽✷✾✧✲①✯s✐♥✭sqrt✭❛❜s✭①✮✮✮❀
⑥
❆♣✢♦❛t ❛ ❤✢♦❛t
❑♥✐➸♥✐❝❡ sú ♦♣t✐♠❛❧✐③♦✈❛♥é ♣r❡ ♣♦✉➸✐t✐❡ ↔ís❡❧ s ♠✐♠♦r✐❛❞♥❡ ✈❡➞❦♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ✭✈ä↔➨✐❡ ❛❦♦
✶✵✵✵✵✵ ❜✐t♦✈✮✳ ◆❛ ♥ás♦❜❡♥✐❡ ♣♦✉➸í✈❛❥ú ✐❜❛ ❛❧❣♦r✐t♠② ③❛❧♦➸❡♥é ♥❛ ❋❋❚✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t② ✈ t❡❥t♦
♣rá❝✐ s❛ ♥❡③❛♠❡r✐❛✈❛❥ú ♥❛ ❛➸ t❛❦ ♣r❡s♥é ↔ís❧❛✳
❇❙❉▼P
◆á③♦✈ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ✈③♥✐❦♦❧ ③❧ú↔❡♥í♠ s❦r❛t✐❡❦ ✏❇❙❉✑ ❛ ✏●▼P✑✳ ❏❡ t♦ ♥♦✈ý ♣r♦❥❡❦t✱ ♦❞➨t❛rt♦✈❛❧
✈ r♦❦✉ ✷✵✶✵✳ ❙♥❛➸í s❛ ♣♦s❦②t♥ú➫ ❢✉♥❦❝✐♦♥❛❧✐t✉ ●▼P ❞♦st✉♣♥ú ♣♦❞ ❧✐❝❡♥❝✐♦✉ ❇❙❉✳ ❩❛t✐❛➞
♥❡❜♦❧❛ ✈②❞❛♥á ➸✐❛❞♥❛ ♦✜❝✐á❧♥❛ ✈❡r③✐❛ ✈❤♦❞♥á ♥❛ ♣♦✉➸✐t✐❡✳ ❱ ❜✉❞ú❝♥♦st✐ ❜② s❛ ♠♦❤❧❛ st❛➫
❞♦❜r♦✉ ♥á❤r❛❞♦✉ ③❛ ●▼P✳
❈▲◆
❥❡ ❞✐str✐❜✉♦✈❛♥á ♣♦❞ ❧✐❝❡♥❝✐♦✉ ●P▲✱ ↔♦ ③♥❡♠♦➸➡✉❥❡ ❥❡❥ ♣♦✉➸✐t✐❡ ✈ ♣r♦❥❡❦t♦❝❤ s ♥❡❦♦♠♣❛t✐✲
❜✐❧♥♦✉ ❧✐❝❡♥❝✐♦✉✳
P♦ ③✈á➸❡♥í ✈➨❡t❦ý❝❤ ✈❧❛st♥♦stí ❦♥✐➸♥í❝ ❛❦♦ ❛❥ ✈ sú❧❛❞❡ s ♣♦➸✐❛❞❛✈❦❛♠✐ ❞✐♣❧♦♠♦✈❡❥ ♣rá❝❡
❜♦❧✐ ♣r❡ ú↔❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥tá❝✐❡ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ♠❡tó❞ ❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦✈ ③✈♦❧❡♥é ❦♥✐➸♥✐❝❡
●▼P ❛ ▼P❋❘ s r♦③❤r❛♥í♠ ♠♣❢r✿✿r❡❛❧✳
✶✺
❑❛♣✐t♦❧❛ ✹
Pr✐♥❝í♣② ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤
♠❡tó❞
Pr❡s♥é ❛♥❛❧②t✐❝❦é r✐❡➨❡♥✐❛ súst❛✈ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝ ↔❛st♦ ♥❡❡①✐st✉❥ú✱ ❛❧❡❜♦ ❥❡ ♣rí❧✐➨ ♥á✲
r♦↔♥é ✐❝❤ ③✐st✐➫✳ Pr❡t♦ s❛ ✈ ♣r❛①✐ ♣♦✉➸í✈❛❥ú ♣r✐❜❧✐➸♥é ♥✉♠❡r✐❝❦é r✐❡➨❡♥✐❛✳ ■❝❤ ♣r✐♥❝í♣♦♠ ❥❡
③ ✐♥❢♦r♠á❝✐❡ ♦ st❛✈❡ ❛ ♦ ❞❡r✐✈á❝✐✐ ✈ t♦♠t♦ st❛✈❡ ❛✴❛❧❡❜♦ ✈ ❥❡❤♦ ❜❧í③❦♦♠ ♦❦♦❧í ♦❞❤❛❞♥ú➫ st❛✈
✈ ❜❧í③❦❡❥ ❜✉❞ú❝♥♦st✐✳ ❩ t♦❤t♦ ♦❞❤❛❞✉ s❛ ♣♦t♦♠ ✈②❝❤á❞③❛ ♣r✐ ♦❞❤❛❞❡ ✈③❞✐❛❧❡♥❡❥➨❡❥ ❜✉❞ú❝✲
♥♦st✐✳ Pr❡❞♣♦❦❧❛❞♦♠ ❥❡✱ ➸❡ ❞❡r✐✈á❝✐❛ ❥❡ ✈➸❞② ❦♦♥❡↔♥é r❡á❧♥❡ ↔ís❧♦ ❛ ✈ ↔❛s❡ s❛ ♠❡♥í s♣♦❥✐t♦✳
Pr❡t♦ s❛ ❞á ✈ ♠❛❧♦♠ ↔❛s♦✈♦♠ ✐♥t❡r✈❛❧❡ ♣♦✈❛➸♦✈❛➫ ③❛ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ ❦♦♥➨t❛♥t♥ú✳
❈❤②❜❛✱ ❦t♦rá ✈③♥✐❦♥❡ ♣r✐ ❥❡❞♥♦♠ ❦r♦❦✉ t❛❦é❤♦t♦ ♦♣❛❦♦✈❛♥é❤♦ ✈ý♣♦↔t✉✱ s❛ ♥❛③ý✈❛ ❧♦✲
❦á❧♥❛ ❝❤②❜❛✳ ●❧♦❜á❧♥♦✉ ❝❤②❜♦✉ s❛ ♦③♥❛↔✉❥❡ ❝❤②❜❛✱ ❦t♦rá ✈③♥✐❦♥❡ ❛❦✉♠✉❧á❝✐♦✉ ❧♦❦á❧♥②❝❤ ❝❤ý❜
♣♦↔❛s s✐♠✉❧á❝✐❡ ❞❛♥é❤♦ ↔❛s♦✈é❤♦ ✐♥t❡r✈❛❧✉✳
P♦❞❦❛♣✐t♦❧② sú ③♦r❛❞❡♥é t❛❦✱ ❛❜② s❛ ❦❛➸❞á ♠♦❤❧❛ ♦♣r✐❡➫ ♦ ❦♦♥❦rét♥❡ ♣rí❦❧❛❞② ③ ♣r❡❞❝❤á✲
❞③❛❥ú❝✐❝❤ ♣♦❞❦❛♣✐t♦❧✳ Pr❡t♦ sú ↔❛st✐ ✈❡♥♦✈❛♥é ❦♦♥❦rét♥②♠ ♠❡tó❞❛♠ ❛ ↔❛st✐ ✈❡♥♦✈❛♥é ✐❝❤
✈➨❡♦❜❡❝♥ý♠ ✈❧❛st♥♦st✐❛♠ ✈③á❥♦♠♥❡ ♣r❡♠✐❡➨❛♥é✳ ❆♥✐ tát♦ ❦❛♣✐t♦❧❛ s✐ ♥❡❦❧❛❞✐❡ ③❛ ❝✐❡➞ ❦♦♠✲
♣❧❡t♥♦s➫ ❛♥✐ ❢♦r♠á❧♥✉ ❦♦r❡❦t♥♦s➫✳ ■❞❡ ✐❜❛ ♦ ♥❛↔rt♥✉t✐❡ ❤❧❛✈♥ý❝❤ ♠②➨❧✐❡♥♦❦ ✈②✉➸✐tý❝❤ ♥❡s❦ôr
✈ t❡❥t♦ ♣rá❝✐✳ Prí♣❛❞♥ý ③á✉❥❡♠❝❛ ♠á ♥❛ ✈ý❜❡r ♠♥♦❤♦ ❦✈❛❧✐t♥❡❥ ➨♣❡❝✐❛❧✐③♦✈❛♥❡❥ ❧✐t❡r❛túr②✱
♥❛♣rí❦❧❛❞ ❬✺✱ ✶❪✳
❱ ↕❛❧➨♦♠ t❡①t❡ ❜✉❞❡♠❡ ♣♦❞ s❦rát❡♥ý♠✐ ♣♦❥♠❛♠✐ ✏♥✉♠❡r✐❝❦á ♠❡tó❞❛✑✱ ✏✐♥t❡❣r❛↔♥á ♠❡✲
tó❞❛✑✱ ✏s✐♠✉❧❛↔♥á ♠❡tó❞❛✑ ❛ ✏♠❡tó❞❛✑ ✈➸❞② r♦③✉♠✐❡➫ ♥✉♠❡r✐❝❦ú ✐♥t❡❣r❛↔♥ú ♠❡tó❞✉ ♥❛ s✐♠✉✲
❧á❝✐✉ ♠♦❞❡❧♦✈ ♣♦♣ís❛♥ý❝❤ ♦❜②↔❛❥♥ý♠✐ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②♠✐ r♦✈♥✐❝❛♠✐✱ ♣r❡t♦➸❡ t❡❥t♦ ♣♦❞♠♥♦➸✐♥❡
♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ♠❡tó❞ ❥❡ ✈❡♥♦✈❛♥á ❝❡❧á ♣rá❝❛✳
◆✉♠❡r✐❝❦é ♠❡tó❞② s❛ ③✈②❦♥ú ❞❡❧✐➫ ♥❛ s❦✉♣✐♥② ♣♦❞➞❛ s♣♦❧♦↔♥ý❝❤ ✈❧❛st♥♦stí✿ ❡①♣❧✐❝✐t♥é
❛ ✐♠♣❧✐❝✐t♥é✱ ↔✐st♦ ♥✉♠❡r✐❝❦é ❛ ❦♦♠❜✐♥♦✈❛♥é ♥✉♠❡r✐❝❦♦✲❛♥❛❧②t✐❝❦é✱ ❥❡❞♥♦❦r♦❦♦✈é ❛ ✈✐❛❝❦r♦✲
❦♦✈é✱ ♠❡tó❞② rô③♥②♠ s♣ôs♦❜♦♠ ③❧♦➸❡♥é ③ ✐♥ý❝❤ ♠❡tó❞✳
✹✳✶ ❊①♣❧✐❝✐t♥é ❛ ✐♠♣❧✐❝✐t♥é ♠❡tó❞②
❘♦③❞✐❡❧ ♠❡❞③✐ ✐♠♣❧✐❝✐t♥ý♠✐ ❛ ❡①♣❧✐❝✐t♥ý♠✐ ♠❡tó❞❛♠✐ s✐ ✈②s✈❡t❧í♠❡ ♥❛ ❦♦♥❦rét♥②❝❤ ♣rí❦❧❛✲
❞♦❝❤ ♥❛❥st❛r➨í❝❤ ❛ ♥❛❥❥❡❞♥♦❞✉❝❤➨í❝❤ ♠❡tó❞✳
✶✻
❊✉❧❡r♦✈❛ ♠❡tó❞❛
❊✉❧❡r♦✈❛ ♠❡tó❞❛ ❥❡ ❤✐st♦r✐❝❦ý♠ ♣✐♦♥✐❡r♦♠ ✈ ♥✉♠❡r✐❝❦♦♠ ♣ríst✉♣❡ ❦ r✐❡➨❡♥✐✉ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤
r♦✈♥í❝✳ ❱ý♣♦↔❡t ❥❡ ❞❛♥ý ♦♣❛❦♦✈❛♥ý♠ ♣♦✉➸✐tí♠ r♦✈♥✐❝❡
y(t+ h) ≈ y(t) + hf(y(t)) ✭✹✳✶✮
♣r✐↔♦♠ h > 0 ♥❛③ý✈❛♠❡ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉✳ ❉➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ r❡♣r❡③❡♥t✉❥❡ ↔❛s♦✈ý ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✈ ❦t♦r♦♠
♣r❡❞♣♦❦❧❛❞á♠❡✱ ➸❡ f(y, t) ❥❡ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ ❦♦♥➨t❛♥t❛✳ ■❞❡ t❡❞❛ ♦ ♣♦ ↔❛st✐❛❝❤ ❧✐♥❡ár♥✉ ❛♣r♦①✐♠á❝✐✉
✕ ❦r✐✈❦❛ ③ ❜♦❞✉ y(t) ❞♦ ❜♦❞✉ y(t+ h) s❛ ♥❛❤r❛❞í ♣r✐❛♠❦♦✉ ❝❡③ ❜♦❞ y(t) s♦ s♠❡r♦♠ f(y, t)✳
❙✐♠✉❧á❝✐❛ ❊✉❧❡r♦✈♦✉ ♠❡tó❞♦✉ ❥❡ ♣r✐❛♠♦↔✐❛r② ♣r♦❝❡s✳ ❱ýs❧❡❞♦❦ ❦❛➸❞é❤♦ ❦r♦❦✉ ❥❡ ③á✈✐s❧ý
❧❡♥ ♥❛ ♣r❡❞❝❤á❞③❛❥ú❝♦♠ ❦r♦❦✉ ❛ ♥❛ ❞❡r✐✈á❝✐✐✳ ❉❡r✐✈á❝✐❛ ❥❡ t✐❡➸ ③á✈✐s❧á ❧❡♥ ♥❛ ♣r❡❞❝❤á❞③❛❥ú✲
❝♦♠ ❦r♦❦✉✳ ❱➸❞② t❡❞❛ ♠á♠❡ ❦ ❞✐s♣♦③í❝✐✐ ✈➨❡t❦② ♣♦tr❡❜♥é ú❞❛❥❡ ♥❛ ↕❛❧➨í ✈ý♣♦↔❡t✳ ▼❡tó❞②
s t♦✉t♦ ✈❧❛st♥♦s➫♦✉ s❛ ♥❛③ý✈❛❥ú ❡①♣❧✐❝✐t♥é✳
■♠♣❧✐❝✐t♥á ❊✉❧❡r♦✈❛ ♠❡tó❞❛
◆❛ r♦③❞✐❡❧ ♦❞ ♦❜②↔❛❥♥❡❥ ✭❡①♣❧✐❝✐t♥❡❥✮ ❊✉❧❡r♦✈❡❥ ♠❡tó❞②✱ ♣r✐ ✐♠♣❧✐❝✐t♥❡❥ ♠❡tó❞❡ s❛ ❞❡r✐✈á❝✐❛
♥❡✈②❤♦❞♥♦❝✉❥❡ ✈ ❜♦❞❡ y(t)✱ ❛❧❡ ✈ ❜♦❞❡ y(t+ h)
y(t+ h) ≈ y(t) + hf(y(t+ h)) ✭✹✳✷✮
❱ýr❛③ y(t) + hf(y(t + h)) s❛ ♥❡❞á ♣r✐❛♠♦ ✈②↔ís❧✐➫✳ ◆❛ ③ís❦❛♥✐❡ ♥♦✈é❤♦ st❛✈✉ ♣♦tr❡❜✉✲
❥❡♠❡ ❞❡r✐✈á❝✐✉✳ ◆❛ ③ís❦❛♥✐❡ ❞❡r✐✈á❝✐❡ ❛❧❡ ♣♦tr❡❜✉❥❡♠❡ ♥♦✈ý st❛✈✳ ◆❛r❛③✐❧✐ s♠❡ ♥❛ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❦ú
s❧✉↔❦✉✳ ▼❡tó❞② s t♦✉t♦ ✈❧❛st♥♦s➫♦✉ s❛ ♥❛③ý✈❛❥ú ✐♠♣❧✐❝✐t♥é✳ ◆❛ ✐❝❤ r✐❡➨❡♥✐❡ s❛ ❞á ♣♦✉➸✐➫ ♥✉✲
♠❡r✐❝❦é ❤➞❛❞❛♥✐❡ ❦♦r❡➡♦✈ ♥❡❧✐♥❡ár♥②❝❤ r♦✈♥í❝✱ ♥❛❥↔❛st❡❥➨✐❡ ◆❡✇t♦♥♦✈❛ ♠❡tó❞❛✳ Pr❡ ♥ás ❥❡
t❡r❛③ ❞ô❧❡➸✐té r✐❡➨❡♥✐❡ ♣♦♠♦❝♦✉ ♣r❡❞✐❦t♦r❛✿ s♣♦❥❡♥✐❡ ✐♠♣❧✐❝✐t♥❡❥ ❛ ❡①♣❧✐❝✐t♥❡❥ ♠❡tó❞②✳ ❱ý✲
s❧❡❞♥á ♠❡tó❞❛ ❥❡ ❡①♣❧✐❝✐t♥á✱ ❛❧❡ ③❛❝❤♦✈á✈❛ s✐ ♥✐❡❦t♦ré ❞♦❜ré ✈❧❛st♥♦st✐ ✐♠♣❧✐❝✐t♥ý❝❤ ♠❡tó❞✳
❩♦✈➨❡♦❜❡❝♥❡♥í♠ t♦❤t♦ ♣r✐♥❝í♣✉ sú ♠❡tó❞② ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳
❊➨t❡ ♣r❡❞tý♠ ♣♦tr❡❜✉❥❡♠❡ ③❛✈✐❡s➫ ♥✐❡❦♦➞❦♦ ❞ô❧❡➸✐tý❝❤ ♣♦❥♠♦✈✱ ♥❛ ↔♦ ✈②✉➸✐❥❡♠❡ ❚❛②❧♦r♦✈
r❛❞✳
✹✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❦é ❛ ♣♦❧♦❛♥❛❧②t✐❝❦é ♠❡tó❞②
Pr❡❞❝❤á❞③❛❥ú❝❡ ♠❡tó❞② ❜♦❧✐ ↔✐st♦ ♥✉♠❡r✐❝❦é✳ ❱ý♣♦↔t② s❛ tý❦❛❧✐ ✐❜❛ ♥✉♠❡r✐❝❦❡❥ ❤♦❞♥♦t②
st❛✈✉ ❛ ❞❡r✐✈á❝✐❡✳ P♦❧♦❛♥❛❧②t✐❝❦é ♠❡tó❞② ✈②✉➸í✈❛❥ú ❛❥ s②♠❜♦❧✐❝❦é ♦♣❡rá❝✐❡✳ Prí❦❧❛❞♦♠ t❛✲
❦❡❥t♦ ♠❡tó❞② ❥❡ ❚❛②❧♦r♦✈ ♣♦❧②♥ó♠✳
❚❛②❧♦r♦✈ r❛❞ ❛ ❚❛②❧♦r♦✈ ♣♦❧②♥ó♠
❚❛②❧♦r♦✈ r❛❞ ♥❡❦♦♥❡↔♥❡ ❞✐❢❡r❡♥❝♦✈❛t❡➞♥❡❥ ❢✉♥❦❝✐❡ g(x) ✈ ♦❦♦❧í ❜♦❞✉ a ❥❡✿
g(x) =
g(a)
0!
(x− a)0 + g
′(a)
1!
(x− a)1 + g
(2)(a)
2!
(x− a)2 + g
(3)(a)
3!
(x− a)3 + . . . ✭✹✳✸✮
❱ ❦♦♥t❡①t❡ s②♠❜♦❧✐❦② ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝ ♦③♥❛↔♠❡ a = t✱ g = y✱ x − a = h✱ y′(t) =
f(y(t))✳ P♦t♦♠ ③ r♦✈♥✐❝❡ ✭✹✳✸✮ ❞♦st❛♥❡♠❡✿
y(t+ h) = y(t) + hy′(t) +
h2
2!
y(2)(t) +
h3
3!
y(3)(t) + . . .
y(t+ h) = y(t) + hf(y(t)) +
h
2!
2
f ′(y(t)) +
h3
3!
f (2)(y(t)) + . . .
✶✼
Pr✈ý❝❤ ♥✰✶ ↔❧❡♥♦✈ ❚❛②❧♦r♦✈❤♦ r❛❞✉ s❛ ♥❛③ý✈❛ ❚❛②❧♦r♦✈ ♣♦❧②♥ó♠ ♥✲té❤♦ st✉♣➡❛✳ ❙②♠❜♦✲
❧✐❝❦♦✉ ♦♣❡rá❝✐♦✉ ❥❡ ③ís❦❛♥✐❡ ✈②➨➨í❝❤ ❞❡r✐✈á❝✐í ❢✉♥❦❝✐❡ f(y(t))✳ ❱ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ ♥❡❜✉❞❡♠❡ s❦ú♠❛➫
♣r❡s♥é ♣♦❞♠✐❡♥❦②✱ ③❛ ❦t♦rý❝❤ r❛❞ ❦♦♥✈❡r❣✉❥❡ ❛ ✉✈❡❞❡♥á r♦✈♥♦s➫ ♣❧❛tí✳ ❇❧✐➸➨✐❡ ✐♥❢♦r♠á❝✐❡
♦♣ä➫ ♥❛♣rí❦❧❛❞ ✈ ❬✶❪✳
❩❛ ♣r❡❞♣♦❦❧❛❞✉ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ r♦✈♥❛❦ý❝❤ ❛❜s♦❧út♥②❝❤ ❤♦❞♥ôt f, f ′, f (2) . . . ❛ h < 1 s❛ ❛❜✲
s♦❧út♥❛ ❤♦❞♥♦t❛ ↔❧❡♥♦✈ r❛❞✉ ③♠❡♥➨✉❥❡✳ Pr❡t♦ ♣r✐ ♣r❛❦t✐❝❦♦♠ ✈ý♣♦↔t❡ ♠ô➸❡♠❡ ♥❛❤r❛❞✐➫
❚❛②❧♦r♦✈ r❛❞ ♣♦❧②♥ó♠♦♠ ♥✲té❤♦ st✉♣➡❛✳ ▲♦❦á❧♥❛ ❝❤②❜❛✱ ❦t♦r❡❥ s❛ ♣r✐ t♦♠ ❞♦♣✉stí♠❡✱ ❥❡
ú♠❡r♥á hn+1✳ ◆❛③ý✈❛ s❛ ❝❤②❜❛ ♦r❡③❛♥í♠ ❛❧❡❜♦ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❱ ❛♥❣❧✐❝❦❡❥ ❧✐t❡r❛túr❡ s❛
❛❧❡ ♥✐❡❦❡❞② tý♠ ✐stý♠ ♣♦❥♠♦♠ ♦③♥❛↔✉❥❡ ❛❥ t♦✱ ↔♦ t✉ ♥❛③ý✈❛♠❡ r♦✉♥❞♦✛ ❡rr♦r ✕ ❝❤②❜❛
✈③♥✐❦♥✉tá ③❛♦❦rú❤❧❡♥í♠ ✭♦r❡③❛♥í♠✮ r❡á❧♥❡❤♦ ↔ís❧❛✳ ❚♦ s♣ôs♦❜✉❥❡ ♥❡❥❛s♥♦s➫ ✈♦ ✈ý③♥❛♠♦❝❤
♣♦❥♠♦✈✳
❷í♠ ♠❡♥➨✐❛ ❥❡ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ h✱ tý♠ rý❝❤❧❡❥➨✐❡ ❦❧❡sá ✈ý③♥❛♠ ↔❧❡♥♦✈ ✈②➨➨í❝❤ rá❞♦✈✳ ❘♦③✈♦❥
♠ô➸❡♠❡ ♦❜♠❡❞③✐➫ ♥❛ ♠❡♥❡❥ ↔❧❡♥♦✈ ❛ ✈ý♣♦↔❡t ❥❡❞♥é❤♦ ❦r♦❦✉ ❥❡ rý❝❤❧❡❥➨í✳ ❩ár♦✈❡➡ ✈➨❛❦ ♣♦✲
tr❡❜✉❥❡♠❡ ♣r❡ tú ✐stú s✐♠✉❧á❝✐✉ ✈✐❛❝ ❦r♦❦♦✈✳ ❆❦ ❥❡ ❧♦❦á❧♥❛ ❝❤②❜❛ ú♠❡r♥á hn+1♣r❡ h → 0✱
✐♥t❡❣r❛↔♥ú ♠❡tó❞✉ ♥❛③✈❡♠❡ ♠❡tó❞♦✉ ♥✲té❤♦ rá❞✉✳ ❷✐st♦ ♥✉♠❡r✐❝❦é ✐♥t❡❣r❛↔♥é ♠❡tó❞② ✈②✲
✉➸í✈❛❥ú ♥❛ ❞♦s✐❛❤♥✉t✐❡ ✈②➨➨✐❡❤♦ rá❞✉ ♥❛♠✐❡st♦ s②♠❜♦❧✐❝❦é❤♦ ✈②❥❛❞r❡♥✐❛ ✈②➨➨í❝❤ ❞❡r✐✈á❝✐í ✐❝❤
♥❡♣r✐❛♠✉ ♥✉♠❡r✐❝❦ú ❛♣r♦①✐♠á❝✐✉✳ ❱➨✐♠♥✐♠❡ s✐✱ ➸❡ r♦✈♥✐❝❛ ✹✳✶ ❊✉❧❡r♦✈❡❥ ♠❡tó❞② s❛ ③❤♦❞✉❥❡
s ❚❛②❧♦r♦✈②♠ ♣♦❧②♥ó♠♦♠ ♣r✈é❤♦ st✉♣➡❛✳
❉ô❧❡➸✐tý ❥❡ ❛❥ ✈♣❧②✈ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳ ❷í♠ ✈②➨➨í st✉♣❡➡ ❚❛②❧♦r♦✈❤♦ ♣♦❧②♥ó♠✉✱ tý♠
sú ✈ä↔➨✐❡ r♦③❞✐❡❧② ✈ ❤♦❞♥♦t❡ ❥❡❞♥♦t❧✐✈ý❝❤ ↔❧❡♥♦✈ ❛ s✐❧♥❡❥➨✐❡ s❛ ♣r❡❥❛✈✉❥❡ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❡✳ ❖❞
✉r↔✐té❤♦ st✉♣➡❛ ✉➸ ♣r✐❞❛♥✐❡ ↕❛❧➨í❝❤ ↔❧❡♥♦✈ ♥❛ ♥✉♠❡r✐❝❦♦♠ ✈ýs❧❡❞❦✉ ✈ô❜❡❝ ♥❡♣r❡❥❛✈í✳ P♦✉➸✐✲
t✐❡ ❦♦♥❦rét♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦②✱ st✉♣➡❛ ❛ ❞➝➸❦② ❦r♦❦✉ t❡❞❛ ♠✉sí ❜②➫ ③❧❛❞❡♥é ✈ ③á✈✐s❧♦st✐
♦❞ ♣♦➸❛❞♦✈❛♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ r✐❡➨❡♥✐❛ ❬✺❪✳ ❚❡♥t♦ ♣♦③♥❛t♦❦ ❥❡ ❤❧❛✈♥♦✉ ♠♦t✐✈á❝✐♦✉ ❝❡❧❡❥ ❞✐♣❧♦♠♦✈❡❥
♣rá❝❡ ✶✳
❚❛②❧♦r♦✈ ♣♦❧②♥ó♠ s❛ ♣♦✉➸í✈❛ ♣r✐ ❛♥❛❧ý③❡ ❛ ♣♦r♦✈♥á✈❛♥í ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞ ♥✐❡ ❧❡♥
♣r❡t♦✱ ➸❡ ❥❡❤♦ rá❞ s❛ ❞á ♥❡♦❜♠❡❞③❡♥❡ ③✈②➨♦✈❛➫✳ ❱➨❡t❦♦✱ ↔♦ s❛ ❞á ✈②♣♦↔ít❛➫ ❦♦♠❜✐♥á❝✐♦✉
s↔ít❛♥✐❛✱ ♦❞↔ít❛♥✐❛✱ ♥ás♦❜❡♥✐❛ ❛ ❞❡❧❡♥✐❛✱ ❥❡ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥t ♣♦❞✐❡❧✉ ❞✈♦❝❤ ♣♦❧②♥ó♠♦✈✳ ❊①✐st✉❥ú
❛❥ ✐♥é ✐♥t❡❣r❛↔♥é ♠❡tó❞②✱ ❦t♦ré ✈②✉➸í✈❛❥ú ♥❛♣rí❦❧❛❞ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝❦é ❛❧❡❜♦ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧♥❡
❢✉♥❦❝✐❡ ❛ ♥❛ ✐❝❤ ❛♥❛❧ý③✉ ❥❡ ❚❛②❧♦r♦✈ r❛❞ ♥❡✈❤♦❞♥ý✳ ◆❛♣rí❦❧❛❞ ♣r❡ s♣❡❦trá❧♥❡ ❛❧❣♦r✐t♠②
③❛❧♦➸❡♥é ♥❛ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝❦ý❝❤ ❢✉♥❦❝✐á❝❤ s❛ ♣♦✉➸í✈❛ ❋♦✉r✐❡r♦✈ r❛❞✳
✹✳✸ ❩❧♦➸❡♥é ♠❡tó❞②
■♥t❡❣r❛↔♥é ♠❡tó❞② s❛ ❞❛❥ú s❦❧❛❞❛➫ rô③♥②♠✐ s♣ôs♦❜♠✐✱ ↔í♠ ✈③♥✐❦❛❥ú ♥♦✈é ♠❡tó❞② s ♥♦✈ý♠✐
✈❧❛st♥♦s➫❛♠✐✳ Pr✐❜❧í➸✐♠❡ s✐ ♠❡tó❞② ③❛❧♦➸❡♥é ♥❛ ♣r✐♥❝í♣❡ ♣r❡❞✐❦t♦r✲❦♦r❡❦t♦r✱ ♣r❡t♦➸❡ t✐❡t♦
✈❡❞ú ♥❛ ♠❡tó❞②✱ ❦t♦rý♠✐ s❛ ❜✉❞❡♠❡ ③❛♦❜❡r❛➫ ✈ ❡①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥❡❥ ↔❛st✐✳
▼❡tó❞② t②♣✉ ♣r❡❞✐❦t♦r✲❦♦r❡❦t♦r
❯✈❛➸✉❥♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t♥ú ❛ ✐♠♣❧✐❝✐t♥ú ❊✉❧❡r♦✈✉ ♠❡tó❞✉✳ ❆❦ ❞♦ r♦✈♥✐❝❡ ✹✳✷ ❞♦s❛❞í♠❡ y(t + h)
③ r♦✈♥✐❝❡ ✹✳✶✱ ❞♦st❛♥❡♠❡ ♠♦❞✐✜❦♦✈❛♥ú ❊✉❧❡r♦✈✉ ♠❡tó❞✉✿
y(t+ h) ≈ y(t) + hf(y(t) + hf(y(t)))
❈❡❧❦♦✈♦ s♠❡ ③ís❦❛❧✐ ❡①♣❧✐❝✐t♥ú ♠❡tó❞✉ ❞r✉❤é❤♦ rá❞✉✳ ❊①♣❧✐❝✐t♥á ❊✉❧❡r♦✈❛ ♠❡tó❞❛ ❜♦❧❛
♣♦✉➸✐tá ♥❛ ♦❞❤❛❞ ✕ ♣r❡❞✐❦❝✐✉ ❤♦❞♥♦t② y(t + h)✱ ✐♠♣❧✐❝✐t♥á ❊✉❧❡r♦✈❛ ♠❡tó❞❛ ♣♦t♦♠ t❡♥t♦
✶❊①♣❡r✐♠❡♥t② ✉❦á③❛❧✐✱ ➸❡ ♣r✐ ✐♥ý❝❤ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞❛❝❤ s❛ ③✈②➨♦✈❛♥✐❡ st✉♣➡❛ ♣r❡❥❛✈✉❥❡ tr♦❝❤✉ ✐♥❛❦
♥❡➸ ✈ ❬✺❪
✶✽
♦❞❤❛❞ s♣r❡s♥✐❧❛ ✕ ❦♦r✐❣♦✈❛❧❛✳ ▼♦➸♥♦s➫♦✉ ♥❛ ↕❛❧➨✐❡ ③❧❡♣➨❡♥✐❡ ♣r❡s♥♦st✐ ❥❡ ♦♣❛❦♦✈❛➫ ❦♦r❡❦t♦r ✕
✈②✉➸✐➫ ✈ýs❧❡❞♦❦ ❦♦r❡❦t♦r❛ ❛❦♦ ♣r❡❞✐❦t♦r ♣r❡ ↕❛❧➨✐✉ ✐t❡rá❝✐✉ ❦♦r❡❦t♦r❛✳ ❱ý♣♦↔❡t s❛ ✉❦♦♥↔í✱ ❡↕
❥❡ r♦③❞✐❡❧ ♠❡❞③✐ ❞✈♦♠❛ ✐t❡rá❝✐❛♠✐ ❞♦st❛t♦↔♥❡ ♠❛❧ý✳ ❱ ♣r❛①✐ s❛ ♥❛ ③❧❡♣➨❡♥✐❡ ❝❤②❜② ↔❛st❡❥➨✐❡
♣♦✉➸í✈❛ ✐♥ý ♣♦st✉♣✳ ◆❛♠✐❡st♦ ♦♣❛❦♦✈❛♥✐❛ ❦♦r❡❦t♦r❛ s❛ ❝❡❧ý ✈ý♣♦↔❡t ③♦♣❛❦✉❥❡ s♦ s❦rát❡♥♦✉
❞➝➸❦♦✉ ❦r♦❦✉✳ ❆❦ ❥❡ ♥❛♦♣❛❦ r♦③❞✐❡❧ ③❜②t♦↔♥❡ ♠❛❧ý✱ ❛ t❡❞❛ ♣r❡s♥♦s➫ ♣r❛✈❞❡♣♦❞♦❜♥❡ ✈❡➞♠✐
❞♦❜rá✱ ❦r♦❦ s❛ ♣r❡❞➝➸✐✳
▼❡tó❞② ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛
❊①♣❧✐❝✐t♥é ♠❡tó❞② ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✭❘❑✮ sú ③♦✈➨❡♦❜❡❝♥❡♥í♠ ♣r✐♥❝í♣✉ ♣r❡❞✐❦t♦r✲❦♦r❡❦t♦r ❬✶❪✳
❱ý♣♦↔❡t ❥❡❞♥é❤♦ ❦r♦❦✉ s❛ s❦❧❛❞á ③ ♥✐❡❦♦➞❦ý❝❤ st✉♣➡♦✈✳ Pr✈ý st✉♣❡➡ ❥❡ ❦r♦❦ ❊✉❧❡r♦✈♦✉ ♠❡✲
tó❞♦✉✳ ❑❛➸❞ý ↕❛❧➨í st✉♣❡➡ ✈②✉➸í✈❛ ✈á➸❡♥ý ♣r✐❡♠❡r ♣r❡❞❝❤á❞③❛❥ú❝✐❝❤ st✉♣➡♦✈ ❛❦♦ ♣r❡❞✐❦t♦r✳
❈❡❧❦♦✈ý ✈ýs❧❡❞♦❦ ❥❡ ♣♦t♦♠ ✈á➸❡♥ý ♣r✐❡♠❡r ❥❡❞♥♦t❧✐✈ý❝❤ st✉♣➡♦✈✳
k1 = hf(y(t))
k2 = hf(y(t) + a21k1)
k3 = hf(y(t) + a31k1 + a32k2)
k4 = hf(y(t) + a41k1 + a42k2 + a43k3)
✳✳✳
y(t+ h) ≈ y(t) + b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4 + . . . ✭✹✳✹✮
▼❛t✐❝❡ ❦♦♥➨tá♥t a ❛ b ✐❞❡♥t✐✜❦✉❥ú ❦♦♥❦rét♥✉ ♠❡tó❞✉✳ ❩✈②❦♥ú ❜②➫ ✉s♣♦r✐❛❞❛♥é ❞♦ ♠♥❡✲
♠♦t❡❝❤♥✐❝❦❡❥ ♣♦♠ô❝❦② ③✈❛♥❡❥ ❇✉t❝❤❡r♦✈❛ t❛❜✉➞❦❛ ✭❇✉t❝❤❡r t❛❜❧❡❛✉✱ ❇✉t❝❤❡r t❛❜❧❡✮❬✶✷❪✿
0
c2 a21
c3 a31 a32
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
cn an1 an2 . . . an,n−1
b1 b2 . . . bn−1 bn
❱ t❛❜✉➞❦❡ ❥❡ ❡➨t❡ ✈❡❦t♦r c✱ ❦t♦rý ✈③♥✐❦♦❧ sú↔t♦♠ r✐❛❞❦♦✈ ♠❛t✐❝❡ a✱ ♣r✐↔♦♠ ci = ai1 + ai2 +
. . . ❚❡♥t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ❥❡ ❞ô❧❡➸✐tý ♣r✐ ♥❡❛✉t♦♥ó♠♥②❝❤ ✭t✐♠❡✲✈❛r✐❛♥t✮ s②sté♠♦❝❤✳ ❯❞á✈❛ ↔❛s
r❡❧❛tí✈♥❡ ✈♦↔✐ ③❛↔✐❛t❦✉ ❦r♦❦✉✱ ✈ ❦t♦r♦♠ s❛ ✈②❤♦❞♥♦❝✉❥❡ ❞❡r✐✈á❝✐❛ ✭ki = hf(t + ci, y(t) +
ai1k1 + . . .✮✳
▼❛①✐♠á❧♥② rá❞✱ ❦t♦rý ♠ô➸❡ ❘❑ ♠❡tó❞❛ ❞♦s✐❛❤♥✉➫✱ ❥❡ ③á✈✐s❧ý ♦❞ ❥❡❥ st✉♣➡❛✳ ❏❡❞♥♦st✉♣✲
➡♦✈á ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s ❇✉t❝❤❡r♦✈♦✉ t❛❜✉➞❦♦✉
0
1
❥❡ ✈❧❛st♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t♥á ❊✉❧❡r♦✈❛ ♠❡tó❞❛✱ ↔✐➸❡ ♣r✈é❤♦ rá❞✉✳ ❉✈♦❥st✉♣➡♦✈á ♠❡tó❞❛
0
1 1
0 1
✶✾
❥❡ ♠♦❞✐✜❦♦✈❛♥á ❊✉❧❡r♦✈❛ ♠❡tó❞❛ ❞r✉❤é❤♦ rá❞✉✳ P♦❞♦❜♥❡ ♠❡tó❞❛ tr❡t✐❡❤♦ rá❞✉ ♠✉sí ♠❛➫
♥❛❥♠❡♥❡❥ tr✐ st✉♣♥❡✱ ♣r❡ ➨t✈rtý rá❞ ➨t②r✐ st✉♣♥❡✳ P♦t♦♠ ❧✐♥❡ár♥❛ ③á✈✐s❧♦s➫ ❦♦♥↔í✳ ▼❡tó❞❛
♣✐❛t❡❤♦ rá❞✉ ♣♦tr❡❜✉❥❡ ➨❡s➫ st✉♣➡♦✈ ❛ ♠✐♥✐♠á❧♥② ♣♦↔❡t st✉♣➡♦✈ ↕❛❧❡❥ r❛st✐❡ ♥❡❧✐♥❡ár♥❡✳ ◆✐❡
❥❡ ③♥á♠② ✈③➫❛❤ ♣r❡ ♠✐♥✐♠á❧♥② ♣♦↔❡t st✉♣➡♦✈ ♠❡tó❞② ➞✉❜♦✈♦➞♥é❤♦ rá❞✉✱ ❛❧❡ ♥✐❡ ❥❡ ❤♦r➨í
❛❦♦ ❦✈❛❞r❛t✐❝❦ý ❬✶✶❪✳ ❩á✈✐s❧♦s➫ rá❞✉ ♦❞ st✉♣➡❛ ❘❑ ♠❡tó❞② ♣r❡ rá❞② ✶ ❛➸ ✼ ❥❡ ③♥á③♦r♥❡♥ý
✈ t❛❜✉➞❦❡ ✹✳✶✳
rá❞ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼
st✉♣❡➡ ✶ ✷ ✸ ✹ ✻ ✼ ✾
❚❛❜✉➞❦❛ ✹✳✶✿ ❩á✈✐s❧♦s➫ ♠❛①✐♠á❧♥❡❤♦ ❞♦s✐❛❤♥✉t❡➞♥é❤♦ rá❞✉ ♠❡tó❞② ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♦❞ ❥❡❥
st✉♣➡❛✳
❱➨❡♦❜❡❝♥❡ ♣r❡ ❞❛♥ý rá❞ ❛ st✉♣❡➡ ♥✐❡ ❥❡ ❧❡♥ ❥❡❞♥❛ ♠❡tó❞❛ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✱ ♠ô➸❡ ✐❝❤ ❡①✐s✲
t♦✈❛➫ ♥✐❡❦♦➞❦♦✳ P♦✉➸í✈❛➫ s❛ ③✈②❦♥ú t✐❡✱ ❦t♦ré ♠❛❥ú ❛❜s♦❧út♥❡ ❤♦❞♥♦t② ↔ís❡❧ ✈ ♠❛t✐❝✐ a
❇✉t❝❤❡r♦✈❡❥ t❛❜✉➞❦② ♣r✐❜❧✐➸♥❡ r♦✈♥❛❦é✱ ❛❜② s❛ ♣r❡❞✐➨❧♦ s✐❧♥é♠✉ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐✉ ♣r✐ s↔ít❛♥í
♥❡r♦✈♥❛❦ý❝❤ ↔ís❡❧✳ ❸❛❧➨í♠ ❦r✐tér✐♦♠ ❥❡ ♣♦↔❡t ♥ú❧ ❛ ❥❡❞♥♦t✐❡❦ ✈ ♠❛t✐❝✐ a✳ ❏❡❞♥♦t❦❛ ✉➨❡trí ♣r✐
✈ý♣♦↔t❡ ❥❡❞♥✉ ♦♣❡rá❝✐✉ ♥ás♦❜❡♥✐❛✱ ♥✉❧❛ ✉➨❡trí ❥❡❞♥♦ ♥ás♦❜❡♥✐❡ ❛ ❥❡❞♥♦ s↔ít❛♥✐❡✳
◆❛❥③♥á♠❡❥➨✐❛ ♠❡tó❞❛ t②♣✉ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❥❡ ➨t✈rté❤♦ rá❞✉✱ ♥❛③ý✈❛♥á ✏❦❧❛s✐❝❦á ❘✉♥❣❡✲
❑✉tt❛✑ ❛❧❡❜♦ ✐❜❛ ✏❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✑ s ❇✉t❝❤❡r♦✈♦✉ t❛❜✉➞❦♦✉
0
1/2
1/2
1/2 0
1/2
1 0 0 1
1/6
1/3
1/3
1/6
✹✳✹ ❏❡❞♥♦❦r♦❦♦✈é ❛ ✈✐❛❝❦r♦❦♦✈é ♠❡tó❞②
❱➨❡t❦② ❞♦t❡r❛❥➨✐❡ ♠❡tó❞② ✈②❝❤á❞③❛❧✐ ♥❛ ③❛↔✐❛t❦✉ ❦❛➸❞é❤♦ ❦r♦❦✉ ③ ❥❡❞✐♥❡❥ ✐♥❢♦r♠á❝✐❡ ✕ ♦❦❛♠✲
➸✐té❤♦ st❛✈✉✳ P♦ ✈②♣♦↔ít❛♥í ♥♦✈é❤♦ st❛✈✉ ✈➨❡t❦② ♠❡❞③✐✈ýs❧❡❞❦② ③❛❤♦❞✐❧✐ ❛ ③❛↔❛❧✐ ♦❞③♥♦✈❛✳
◆❛♣r♦t✐ t♦♠✉ ✈✐❛❝❦r♦❦♦✈é ♠❡tó❞② ♥❛ ❞♦s✐❛❤♥✉t✐❡ ✈②➨➨✐❡❤♦ rá❞✉ ✈②✉➸í✈❛❥ú ❡①tr❛♣♦❧á❝✐✉ ③ ♥✐❡✲
❦♦➞❦ý❝❤ ♠✐♥✉❧ý❝❤ ❤♦❞♥ôt✳
❊①tr❛♣♦❧á❝✐❛ ♣♦❧②♥ó♠♦♠
❆❦ ♠á♠❡ ❞❛♥ý❝❤ n+ 1 ❜♦❞♦✈ ✈ t✈❛r❡ [t, y(t)] ♣r✐↔♦♠ t ∈ {t0, t1, ...tn}✱ ❡①✐st✉❥❡ ♣rá✈❡ ✶ ♣♦✲
❧②♥ó♠ n✲té❤♦ st✉♣➡❛✱ ❦t♦rý ♣r❡❝❤á❞③❛ tý♠✐t♦ ❜♦❞♠✐✳ ❆❦ ❞♦ ✈➨❡♦❜❡❝♥é❤♦ ✈③♦r❝❛ ♣♦❧②♥ó♠✉
y(t) = ant
n + an−1t
n−1 + . . .+ a1t+ a0 ✭✹✳✺✮
❞♦s❛❞í♠❡ t✐❡t♦ ❜♦❞②✱ ❞♦st❛♥❡♠❡ n + 1 r♦✈♥í❝ ♦ n + 1 ♥❡③♥á♠②❝❤ a0, a1, . . . an✳ ❆❦ ➸✐❛❞♥❡
❞✈❛ ❜♦❞② ♥❡♠❛❧✐ r♦✈♥❛❦ý ↔❛s t✱ súst❛✈❛ r♦✈♥í❝ ♠á ♣rá✈❡ ✶ r✐❡➨❡♥✐❡ ✕ ❦♦❡✜❝✐❡♥t② ❤➞❛❞❛♥é❤♦
♣♦❧②♥ó♠✉✳
▼♦❞✐✜❦♦✈❛♥ú ♠❡tó❞✉ ✉r↔♦✈❛♥✐❛ ❦♦❡✜❝✐❡♥t♦✈ ❛♣r♦①✐♠❛↔♥é❤♦ ♣♦❧②♥ó♠✉ ③ís❦❛♠❡✱ ❛❦ ♣r❡
③♦st❛✈❡♥✐❡ súst❛✈② r♦✈♥í❝ ♣♦✉➸✐❥❡♠ ♦❦r❡♠ r♦✈♥✐❝❡ ✭✹✳✺✮ ❛❥ ❞❡r✐✈♦✈❛♥ú r♦✈♥✐❝✉ ♣♦❧②♥ó♠✉
y′(t) = nant
n−1 + (n− 1)an−1tn−1 + ...+ a1 ✭✹✳✻✮
❱ t♦♠t♦ ♣rí♣❛❞❡ ❞♦s❛❞③✉❥❡♠❡ ❞♦ ✭✹✳✻✮ ❜♦❞② [t, y′(t)] = [t, f(t)] r❡♣r❡③❡♥t✉❥ú❝❡ ❞❡r✐✲
✈á❝✐❡ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤✳ P♦❞♠✐❡♥❦♦✉ ♣r❡ ❡①✐st❡♥❝✐✉ ❥❡❞♥♦③♥❛↔♥é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛ ❥❡✱ ➸❡ ♣r✐
✷✵
③♦st❛✈♦✈❛♥í súst❛✈② r♦✈♥í❝ ♠✉sí♠❡ ♣♦✉➸✐➫ ❛s♣♦➡ ❥❡❞❡♥ ③♥á♠② ❜♦❞ s ❢✉♥❦↔♥♦✉ ❤♦❞♥♦t♦✉
st❛✈♦✈❡❥ ♣r❡♠❡♥♥❡❥[t, y(t)]✳ ❚❡♥t♦ ♣♦st✉♣ s❛ ❞á ③♦✈➨❡♦❜❡❝♥✐➫ ❛❥ ♥❛ ♣♦✉➸✐t✐❡ ✈②➨➨í❝❤ ❞❡r✐✈á❝✐í✳
➆♣❡❝✐á❧♥❡✱ ❛❦ s❛ r♦③❤♦❞♥❡♠❡ ♣r❡ ❥❡❞✐♥ý ↔❛s t ♣♦✉➸✐➫ ✈➨❡t❦② ❞❡r✐✈á❝✐❡ ♦❞ ♥✉❧t❡❥ ❛➸ ♣♦ n✲tú✱
❞♦st❛♥❡♠❡ ❚❛②❧♦r♦✈ ♣♦❧②♥ó♠ n✲té❤♦ rá❞✉✳
❆❦ s♠❡ ♣r✐ ♦❞✈♦❞❡♥í ♣♦❧②♥ó♠✉ ♣♦✉➸✐❧✐ ❛s♣♦➡ ❥❡❞♥✉ ❤♦❞♥♦t✉ y(t1) ❛ ③ár♦✈❡➡ ❛s♣♦➡ ❥❡❞♥✉
❤♦❞♥♦t✉ f(t2) ✭♥❡♠✉sí ♥✉t♥❡ ♣❧❛t✐➫ t1 = t2✮✱ ♠ô➸❡♠❡ ❤♦ ✈②✉➸✐➫ ♥❛ ♦❞❤❛❞ ❤♦❞♥♦t② ✈ ↔❛s❡
t1 + h✳ ❩ís❦❛❧✐ s♠❡ ✐♥t❡❣r❛↔♥ú ♠❡tó❞✉ r♦✈♥❛❦é❤♦ rá❞✉✱ ❛❦♦ ❥❡ rá❞ ♣♦✉➸✐té❤♦ ♣♦❧②♥ó♠✉✳
❱➨❡♦❜❡❝♥ý♠ ♣r♦❜❧é♠♦♠ ✈✐❛❝❦r♦❦♦✈ý❝❤ ♠❡tó❞ ❥❡ ✐❝❤ ✐♥✐❝✐❛❧✐③á❝✐❛✳ ❱②➸❛❞✉❥ú ♥✐❡❦♦➞❦♦
♠✐♥✉❧ý❝❤ ❤♦❞♥ôt st❛✈✉✱ ❦t♦ré ✈ ♣r✐❡❜❡❤✉ s✐♠✉❧á❝✐❡ ♠á♠❡ ❦ ❞✐s♣♦③í❝✐✐✳ ▲❡♥➸❡ ♥❛ ③❛↔✐❛t❦✉
s✐♠✉❧á❝✐❡ ♠á♠❡ s♣r❛✈✐❞❧❛ ✐❜❛ ❥❡❞♥✉ ❛❦t✉á❧♥✉ ❤♦❞♥♦t✉✳ ❱ ♥✐❡❦t♦rý❝❤ ♣rí♣❛❞♦❝❤ ♠✐♥✉❧é ❤♦❞✲
♥♦t② ✈②♣❧ý✈❛❥ú ③♦ ③❛❞❛♥✐❛ ú❧♦❤②✳ ❆❦ ♥✐❡✱ ♠✉sí♠❡ ♥❛ ♥✐❡❦♦➞❦♦ ♣r✈ý❝❤ ❦r♦❦♦✈ s✐♠✉❧á❝✐❡ ♣♦✉➸✐➫
❥❡❞♥♦❦r♦❦♦✈ú ♠❡tó❞✉ ❛ ♣♦t♦♠ ♠ô➸❡♠❡ ♣♦❦r❛↔♦✈❛➫ ✈✐❛❝❦r♦❦♦✈♦✉ ♠❡tó❞♦✉✳
▼❡tó❞② ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤
❆❦ ♥❛ ♦❞✈♦❞❡♥✐❡ ♣♦❧②♥ó♠✉ ♣♦✉➸✐❥❡♠❡ ❛❦t✉á❧♥✉ ❤♦❞♥♦t✉ y(t)✱ ❛❦t✉á❧♥✉ ❤♦❞♥♦t✉ f(t)✱ ♥✐❡✲
❦♦➞❦♦ ❤✐st♦r✐❝❦ý❝❤ ❤♦❞♥ôt f(t− h), f(t− 2h), f(t− 3h) . . . ✈ r♦✈♥❛❦ý❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧♦❝❤ ♦❞ s❡❜❛
❛ t❡♥t♦ ♣♦❧②♥ó♠ ✈②❤♦❞♥♦tí♠❡ ✈ ↔❛s❡ t+ h✱ ❞♦st❛♥❡♠❡ ♠❡tó❞✉ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ✭❆❇✮ ❬✺❪ ✿
y(t+ h) = y(t) +
h
αn
(βn,1f(t) + βn,2f(t− h) + . . .+ βn,nf(t− (n− 1)h))
y(t+ h) = y(t) + (
hβn1
αn
f(t) +
hβn2
αn
f(t− h) + . . .+ hβn,n
αn
f(t− (n− 1)h)) ✭✹✳✼✮
αn =
n∑
i=1
βni
♣r✐↔♦♠ n ✉❞á✈❛ rá❞ ❆❇ ♠❡tó❞②✱ α ❛ β sú ❦♦♥➨t❛♥t②✳ Pr❡ ♣r✈é ➨t②r✐ rá❞② sú ❤♦❞♥♦t②βni ❞❛♥é
♥❛s❧❡❞♦✈♥♦✉ t❛❜✉➞❦♦✉
i : 1 2 3 4
n❂✶✿ 1
n = 2 : 3 −1
n = 3 : 23 −16 5
n = 4 : 55 −59 37 −9
▼❡tó❞② ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ rá❞✉ ✈②➨➨✐❡❤♦ ❛❦♦ ➨❡s➫ sú ♥❡st❛❜✐❧♥é ✕ ♥❡❡①✐st✉❥❡ t❛❦á ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉✱
♣r✐ ❦t♦r❡❥ ❜② r✐❡➨❡♥✐❡ ❧✐♥❡ár♥❡❥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥❡❥ r♦✈♥✐❝❡ ❜♦❧♦ st❛❜✐❧♥é✳ ◆❛♣r✐❡❦ t♦♠✉ sú ③❛
✉r↔✐tý❝❤ ♣♦❞♠✐❡♥♦❦ ♣♦✉➸✐t❡➞♥é✳ ●❧♦❜á❧♥❛ ❝❤②❜❛ s ❞➝➸❦♦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧♥❡ r❛st✐❡✱ ❛❧❡
♣r✐ ❦rát❦❡❥ s✐♠✉❧á❝✐✐ t♦ ♥❡♠✉sí ✈❛❞✐➫ ❛ ✈②➨➨í rá❞ ♠❡tó❞② ♠ô➸❡ ❞❛➫ ♣r❡s♥❡❥➨í ✈ýs❧❡❞♦❦ ❛❥
♥❛♣r✐❡❦ ♥❡st❛❜✐❧✐t❡✳
❙②sté♠②✱ ♣r✐ s✐♠✉❧á❝✐✐ ❦t♦rý❝❤ ♣r❡❞❧➸♦✈❛♥✐✉ ❦r♦❦✉ ♥❡❜rá♥✐ ♣r❡s♥♦s➫✱ ❛❧❡ st❛❜✐❧✐t❛✱ ♥❛③ý✲
✈❛♠❡ t✉❤é s②sté♠②✳ ❚✉❤♦s➫ ❥❡ r❡❧❛tí✈♥② ♣♦❥❡♠✳ ❷✐ s❛ ❜✉❞❡ s②sté♠ s♣rá✈❛➫ ❛❦♦ t✉❤ý✱ ③á✈✐sí
♥❛ ❦♦♥❦rét♥❡❥ ♣♦➸❛❞♦✈❛♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ❛ ♥❛ ♣♦✉➸✐t❡❥ s✐♠✉❧❛↔♥❡❥ ♠❡tó❞❡✳ ❘♦③❧✐➨♦✈❛➫ t✉❤♦s➫ ♠á
③♠②s❡❧ ✐❜❛ ♣r✐ s✐♠✉❧á❝✐✐ ❛♥❛❧②t✐❝❦② st❛❜✐❧♥ý❝❤ s②sté♠♦✈✳ ❆❦ ❞♦st❛♥❡♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❦② st❛❜✐❧♥é
r✐❡➨❡♥✐❡ s②sté♠✉✱ ❦t♦rý ❥❡ ❛♥❛❧②t✐❝❦② ♥❡st❛❜✐❧♥ý✱ ❥❡ t♦ s❦ôr ♥❛ ➨❦♦❞✉✱ ♣r❡t♦➸❡ ✈③♥✐❦♥✉tá ❝❤②❜❛
❜✉❞❡ ✈❡➞❦á ♣♦❞♦❜♥❡ ❛❦♦ ♣r✐ ♥❡st❛❜✐❧♥♦♠ r✐❡➨❡♥í st❛❜✐❧♥é❤♦ s②sté♠✉✳ ▼♦❞❡❧② ♣♦✉➸✐té ✈ t❡❥t♦
♣rá❝✐ sú ♥❡✲t✉❤é✳
✷✶
❑❛♣✐t♦❧❛ ✺
❊❢❡❦t✐✈✐t❛ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞
❊❢❡❦t✐✈✐t❛ ❥❡ ✈③➫❛❤ ♠❡❞③✐ ✈②♥❛❧♦➸❡♥♦✉ ♥á♠❛❤♦✉ ❛ ✈②❦♦♥❛♥♦✉ ✉➸✐t♦↔♥♦✉ ♣rá❝♦✉✳ ❱ ❦♦♥t❡①t❡
♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ♠❡tó❞ ❜✉❞❡♠❡ ③❛ ✉➸✐t♦↔♥ú ♣rá❝✉ ♣♦❦❧❛❞❛➫ ♣r❡s♥♦s➫ s✐♠✉❧á❝✐❡✱ ③❛ ♥á♠❛❤✉
str♦❥♦✈ý ↔❛s ♣r♦❝❡s♦r❛ ❛❧❡❜♦ ♣♦↔❡t ❡❧❡♠❡♥tár♥②❝❤ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í✳
✺✳✶ ❈❤②❜② ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞
Pr✐ ♣♦✉➸✐tí ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ♠❡tó❞ s❛ t②♣✐❝❦② ♦❜❥❛✈✉❥ú ♥✐❡❦t♦ré ③❞r♦❥❡ ❝❤ý❜ sú✈✐s✐❛❝❡ s ❛r✐t♠❡✲
t✐❦♦✉ r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧✱ ❛❦♦ ❛❥ ♥✐❡❦t♦ré ↕❛❧➨✐❡✿
• ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❡
• ❛❦✉♠✉❧á❝✐❛ ❝❤②❜② ❛ ♥❡st❛❜✐❧✐t❛ s♣ôs♦❜❡♥á s♣ät♥♦✉ ✈ä③❜♦✉
• ♦r❡③❛♥✐❡
• ❝❤②❜② ♠♦❞❡❧✉
❩❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❡
Pr♦❜❧é♠✱ ❦t♦rý s❛ t②♣✐❝❦② ♦❜❥❛✈✉❥❡ ♣r✐ ♣♦✉➸✐tí r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧ ✈ ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤
♠❡tó❞❛❝❤✱ ❥❡ s❤✐❢t♦✉t✳ ❱②♣❧ý✈❛ ③ t♦❤♦✱ ➸❡ ✈ ♣r❛①✐ ❥❡ ✈❡➞❦♦s➫ ❤♦❞♥ôt st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤
♥ás♦❜♥❡ ✈ä↔➨✐❛ ♦♣r♦t✐ ❞➝➸❦❡ ❦r♦❦✉✱ ❛ t❡❞❛ ❛❥ ♦♣r♦t✐ rý❝❤❧♦st✐ ✐❝❤ ③♠❡♥② ③❛ ❥❡❞❡♥ ❦r♦❦✱ ♣r❡t♦
❞♦❝❤á❞③❛ ❦ s↔ít❛♥✐✉ ♠❛❧ý❝❤ ↔ís❡❧ s ✈❡➞❦ý♠✐✳ ❷í♠ ♠❡♥➨✐❛ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉✱ tý♠ ❥❡ ✈♣❧②✈ ✈ýr❛③♥❡❥➨í✳
❖ t❡❥t♦ ❛❥ ↕❛❧➨í❝❤ ❝❤②❜á❝❤ sú✈✐s✐❛❝✐❝❤ s ♣♦❤②❜❧✐✈♦✉ ❞❡s❛t✐♥♥♦✉ ↔✐❛r❦♦✉ ❜❧✐➸➨✐❡ ❤♦✈♦rí
❦❛♣✐t♦❧❛ ✸✳✷✳
❙♣ät♥á ✈ä③❜❛
❱ ❦❛➸❞❡❥ ✐♥t❡❣r❛↔♥❡❥ ♠❡tó❞❡ ❥❡ ✈ýs❧❡❞♦❦ ❥❡❞♥é❤♦ ❦r♦❦✉ ✈st✉♣♦♠ ❞♦ ↕❛❧➨✐❡❤♦ ❦r♦❦✉✳ ❆❦♦
✈ ❦❛➸❞♦♠ s②sté♠❡ s♦ s♣ät♥♦✉ ✈ä③❜♦✉ ❥❡ ♣r❡t♦ ❞ô❧❡➸✐tá ♦tá③❦❛ st❛❜✐❧✐t②✳ ▼❡tó❞❛ ♠✉sí ❜②➫ t❛❦
r♦❜✉st♥á✱ ❛❜② ♣r✐ ♣♦✉➸✐tí ♣r✐❜❧✐➸♥ý❝❤ ✈st✉♣♦✈ ❞á✈❛❧❛ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ s♣rá✈♥❡ ✈ýs❧❡❞❦②✳ ❱ý③♥❛♠
✈③♥✐❦♥✉tý❝❤ ❝❤ý❜ s❛ ♠✉sí s ♣♦st✉♣♦♠ ↔❛s✉ strá❝❛➫ ❛ ♥✐❡ ♥❛r❛st❛➫✳
❙t❛❜✐❧✐t❛ ♠❡tó❞② ❥❡ ③á✈✐s❧á ♦❞ ❦♦♥❦rét♥❡❤♦ r✐❡➨❡♥é❤♦ ♣r♦❜❧é♠✉ ❛❥ ♦❞ ❞➝➸❦② ❦r♦❦✉✳ Pr✐
r✐❡➨❡♥í ❧✐♥❡ár♥②❝❤ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝ ❡①♣❧✐❝✐t♥♦✉ ♠❡tó❞♦✉ ✈➸❞② ❡①✐st✉❥❡ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉✱ ♣r✐
❦t♦r❡❥ s❛ r✐❡➨❡♥✐❡ st❛♥❡ ♥❡st❛❜✐❧♥ý♠✳ ❏❡ ✈❤♦❞♥é ♣♦✉➸✐➫ ❦r❛t➨í ❦r♦❦✱ ❛❦♦ tát♦ ❤r❛♥✐↔♥á ❞➝➸❦❛✳
■♠♣❧✐❝✐t♥é ♠❡tó❞② ❜ý✈❛❥ú ✈➨❡♦❜❡❝♥❡ st❛❜✐❧♥❡❥➨✐❡ ❛❦♦ ❡①♣❧✐❝✐t♥é ♠❡tó❞②✳
✷✷










  




	



		
		
	

	
❖❜r✳ ✺✳✶✿ ◆á↔rt ♦↔❛❦á✈❛♥❡❥ ③á✈✐s❧♦st✐ ❝❤②❜② s✐♠✉❧á❝✐❡ ♦❞ ❞➝➸❦② ❦r♦❦✉✳
❖r❡③❛♥✐❡
◆❡❡①✐st✉❥❡ s✐♠✉❧❛↔♥á ♠❡tó❞❛ ♥❡❦♦♥❡↔♥é❤♦ rá❞✉✱ ♣♦♠♦❝♦✉ ❦t♦r❡❥ ❜② s❛ ❞❛❧♦ ♣r❛❦t✐❝❦② ♣♦↔í✲
t❛➫ ✈ ❦♦♥❡↔♥♦♠ ↔❛s❡✳ ▼✉sí♠❡ ♣♦✉➸✐➫ ♠❡tó❞✉ ♦❜♠❡❞③❡♥é❤♦ rá❞✉✱ ❛ ♣r❡t♦ ❛❥ ❦r♦❦ ♦❜♠❡❞③❡✲
♥❡❥ ❞➝➸❦②✳ ❘á❞ ♠❡tó❞② s❛ ✈③➫❛❤✉❥❡ ❦ ❧♦❦á❧♥❡❥ ❝❤②❜❡✱ ❦t♦rá ✈③♥✐❦♥❡ ③ ✭t❡♦r❡t✐❝❦②✮ ♣r❡s♥ý❝❤
✈st✉♣♥ý❝❤ ú❞❛❥♦✈ ♣♦ ❥❡❞♥♦♠ ❦r♦❦✉✳ Pr❛❦t✐❝❦② ♥ás ③❛✉❥í♠❛ ❣❧♦❜á❧♥❛ ❝❤②❜❛ ✕ ♣r❡s♥♦s➫ ❝❡❧é❤♦
✐t❡r♦✈❛♥é❤♦ ✈ý♣♦↔t✉✳ ❉ô❧❡➸✐tý ❥❡ ♥❛s❧❡❞✉❥ú❝✐ ♣♦③♥❛t♦❦✿ ❛❦ ❥❡ r✐❡➨❡♥✐❡ st❛❜✐❧♥é ❛ ♠❡tó❞❛ ❥❡
rá❞✉ n✱ ↔✐➸❡ ❧♦❦á❧♥❛ ❝❤②❜❛ ú♠❡r♥á hn+1✱ ♣♦t♦♠ ❣❧♦❜á❧♥❛ ❝❤②❜❛ ❥❡ ú♠❡r♥á hn ❬✺❪✳ ❆❦ ❥❡
r✐❡➨❡♥✐❡ ♥❡st❛❜✐❧♥é✱ ❣❧♦❜á❧♥❛ ❝❤②❜❛ ♠ô➸❡ s ❞➝➸❦♦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡ rás➫ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧♥❡ ❛ ❥❡ ➫❛➸➨✐❡ ❥✉
✉❞r➸❛➫ ✈ t♦❧❡r♦✈❛♥❡❥ ✈❡➞❦♦st✐✳
Pr✐ t❡♦r❡t✐❝❦② ♥✉❧♦✈❡❥ ❞➝➸❦❡ ❦r♦❦✉ ❥❡ ❝❤②❜❛ ♦r❡③❛♥í♠ ❦❛➸❞❡❥ ♠❡tó❞② t❡♦r❡t✐❝❦② ♥✉❧♦✈á ✕
❦♦♥✈❡r❣✉❥ú ❦ s♣rá✈♥❡♠✉ r✐❡➨❡♥✐✉✳
❈❤②❜② ♠♦❞❡❧✉
P♦❞♦❜♥❡✱ ❛❦♦ ❥❡ ❞ô❧❡➸✐tá st❛❜✐❧✐t❛ ✐♥t❡❣r❛↔♥❡❥ ♠❡tó❞②✱ ❥❡ ❞ô❧❡➸✐tá ❛❥ ❝✐t❧✐✈♦s➫ ♠♦❞❡❧✉ ♥❛
♥❡♣r❡s♥♦s➫ ♣❛r❛♠❡tr♦✈✳ Pr✐ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦❝❤ ✈ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ ❜♦❧✐ ♣♦✉➸✐té ❥❡❞♥♦❞✉❝❤é ♠♦❞❡❧②✱
❛❜② ❝❤②❜❛ ♠♦❞❡❧✉ ♥❡③♥❡❤♦❞♥♦t✐❧❛ ♣♦r♦✈♥á✈❛♥✐❡ ♠❡tó❞✳
❈❡❧❦♦✈á ❝❤②❜❛
❈❡❧❦♦✈á ❝❤②❜❛ ❥❡ ♥❡tr✐✈✐á❧♥♦✉ ❦♦♠❜✐♥á❝✐♦✉ ✈➨❡t❦ý❝❤ ❝❤ý❜✱ ❦t♦ré s❛ ♣♦↔❛s s✐♠✉❧á❝✐❡ ✈②s❦②t❧✐✳
❱ä↔➨✐♥♦✉ s❛ ❛❧❡ stá✈❛✱ ➸❡ ❥❡❞❡♥ ❞r✉❤ ❝❤②❜② ❥❡ ♦ ♥✐❡❦♦➞❦♦ rá❞♦✈ ✈ä↔➨í ❛❦♦ ♦st❛t♥é ❛ r♦❜í ✐❝❤
③❛♥❡❞❜❛t❡➞♥ý♠✐✳ Pr✐ ✈❡➞♠✐ ✈❡➞❦❡❥ ❞➝➸❦❡ ❦r♦❦✉ ❥❡ t♦ ♥❡st❛❜✐❧✐t❛✱ ♣r✐ str❡❞♥❡❥ ♦r❡③❛♥✐❡✱ ♣r✐
✈❡➞♠✐ ♠❛❧❡❥ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❡✳ Pr✐ ✉r↔✐t❡❥ ♣❡✈♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ✈ý♣♦↔t♦✈ s❛ ♥❛❥♠❡♥➨✐❛ r❡❧❛tí✈♥❛
❝❤②❜❛ ✭t✳❥✳ ♦♣t✐♠✉♠✮ ❞♦s❛❤✉❥❡ ♣r✐ t❛❦❡❥ ❤♦❞♥♦t❡ ❦r♦❦✉✱ ❦❡❞② sú ❝❤②❜② ♦r❡③❛♥í♠ ❛ ③❛♦❦rú❤✲
➞♦✈❛♥í♠ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ r♦✈♥❛❦é✳ ❚❡♥t♦ ❜♦❞ ♥❛③✈②♠❡ ♦♣t✐♠á❧♥② ❜♦❞✳ ■❧✉strá❝✐❛ t♦❤t♦ ♣r✐♥❝í♣✉ ❥❡
♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✺✳✶✳
✷✸
✺✳✷ ❯r↔♦✈❛♥✐❡ ❝❤②❜② s✐♠✉❧á❝✐❡ ✈ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦❝❤
Pr✐ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦❝❤ ✈ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ ❜✉❞❡ ♣r✐ ❛♥❛❧ý③❡ ❝❤②❜② ✈➸❞② ❞♦st✉♣♥é r❡❢❡r❡♥↔♥é ❛♥❛❧②t✐❝❦é
r✐❡➨❡♥✐❡✳ ❚♦t♦ s❛ ✈②♣♦↔ít❛ s ♣♦✉➸✐tí♠ ♣r❡s♥❡❥➨❡❥ ❛r✐t♠❡t✐❦②✱ ♥❡➸ s ❛❦♦✉ s❛ ❜✉❞❡ ♣♦↔ít❛➫
s❛♠♦t♥ý ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❖③♥❛↔♠❡ yr(t) r❡❢❡r❡♥↔♥ú ❤♦❞♥♦t✉ st❛✈♦✈❡❥ ♣r❡♠❡♥♥❡❥ ❛ y(t) ❤♦❞♥♦t✉
st❛✈♦✈❡❥ ♣r❡♠❡♥♥❡❥ ③ís❦❛♥ú s✐♠✉❧á❝✐♦✉✱ ♣r✐↔♦♠ ♦❜❡ sú ✈③t✐❛❤♥✉té ❦ r♦✈♥❛❦é♠✉ ↔❛s✉ t✳
Pr✐ ❛♥❛❧ý③❡ ❝❤ý❜ s✐❣♥á❧♦✈ s❛ ♣♦✉➸í✈❛❥ú rô③♥❡ ❞❡✜♥í❝✐❡ ❝❤ý❜✳ ▼❡❞③✐ ♥❛❥↔❛st❡❥➨✐❡ ♣❛tr✐❛ ❛❜✲
s♦❧út♥❛ ❝❤②❜❛ ✭♥♦r♠❛ l1)✱ ❊✉❦❧✐❞♦✈s❦á ✈③❞✐❛❧❡♥♦s➫ ✭♥♦r♠❛ l2✮ ❛ ♠❛①✐♠á❧♥❛ ❝❤②❜❛ ✭♥♦r♠❛
l∞)✳ Pr❡ ú↔❡❧② t❡❥t♦ ♣rá❝❡ ❜✉❞❡♠❡ ♣♦✉➸í✈❛➫ ♦❦❛♠➸✐tú ❝❤②❜✉ st❛✈♦✈❡❥ ♣r❡♠❡♥♥❡❥✱ ❛ ♠❛①✐✲
♠á❧♥✉ ❝❤②❜✉ st❛✈♦✈é❤♦ ✈❡❦t♦r❛ ♥❛ s✐♠✉❧♦✈❛♥♦♠ ↔❛s♦✈♦♠ ✐♥t❡r✈❛❧❡ ❬✺❪✳ ❚ý♠ ③❛r✉↔í♠❡✱ ➸❡
❜❡③ ♦❤➞❛❞✉ ♥❛ t♦✱ ❦t♦rá ③❧♦➸❦❛ ❥❡ ♣r❡ ✉➸í✈❛t❡➞❛ ❞ô❧❡➸✐tá✱ ✈➨❡t❦② ③❧♦➸❦② st❛✈♦✈é❤♦ ✈❡❦t♦r❛
❜✉❞ú ✈ ✉✈❡❞❡♥❡❥ t♦❧❡r❛♥❝✐✐✳ ❚✐❡➸ ❥❡ t❛❦t♦ ♣♦r♦✈♥❛t❡➞♥á ❝❤②❜❛ ♠❡❞③✐ ✈❡❦t♦r♠✐ ♦ rô③♥②❝❤
♣♦↔t♦❝❤ ♣r✈❦♦✈✳ ❆❦ ❥❡ ♣r✐❞❛♥á ❞♦ ✈❡❦t♦r❛ ↕❛❧➨✐❛ ③❧♦➸❦❛ ❛ ❥❡ ❛s♣♦➡ t❛❦ ♣r❡s♥á ❛❦♦ ♦st❛t♥é✱
♠❡r❛♥✐❡ t♦ ♥❡♦✈♣❧②✈♥í✳
❖❦❛♠➸✐tá ❝❤②❜❛
❖❦❛♠➸✐tá ❝❤②❜❛ ✈②❥❛❞r✉❥❡ ♦❞❝❤ý❧❦✉ s✐♠✉❧♦✈❛♥❡❥ y(t) ♦❞ r❡❢❡r❡♥↔♥❡❥ ❤♦❞♥♦t② yr(t) st❛✈♦✈❡❥
♣r❡♠❡♥♥❡❥ ✈ ↔❛s❡ t t✳❥✳ ❥❡ t♦ r♦③❞✐❡❧ ✈②♣♦↔ít❛♥❡❥ ❛ r❡❢❡r❡♥↔♥❡❥ ❤♦❞♥♦t② st❛✈♦✈❡❥ ♣r❡♠❡♥♥❡❥
✈ ➞✉❜♦✈♦➞♥♦♠ ↔❛s❡ t
d(t) = y(t)− yr(t) ✭✺✳✶✮
❚út♦ ✈❡❧✐↔✐♥✉ ♣♦✉➸✐❥❡♠❡ ♣r✐ ③♦❜r❛③♦✈❛♥í ♣r✐❡❜❡❤✉ ♦❦❛♠➸✐t❡❥ ❝❤②❜② ✈ ↔❛s❡✱ ❛❜② ❜♦❧♦ ✈✐❞✐❡➫
✈❡➞❦♦s➫ ❛❥ ♣♦❧❛r✐t✉ ❝❤②❜②✱ t✳❥✳ ❦❞❡ ♠á ❦❧❛❞♥ú ❛ ❦❞❡ ③á♣♦r♥ú ❤♦❞♥♦t✉✳
❆❜s♦❧út♥❛ ❝❤②❜❛ s✐♠✉❧á❝✐❡
◆❡❝❤ yk(t) ❥❡ s✐♠✉❧♦✈❛♥á ❤♦❞♥♦t❛ k✲t❡❥ st❛✈♦✈❡❥ ♣r❡♠❡♥♥❡❥ ✈ ↔❛s❡ t ❛ yrk(t) ❥❡ ❤♦❞♥♦t❛
k✲t❡❥ r❡❢❡r❡♥↔♥❡❥ st❛✈♦✈❡❥ ♣r❡♠❡♥♥❡❥ ✈ ↔❛s❡ t✳ P♦t♦♠ ♠❛①✐♠á❧♥❛ ❛❜s♦❧út♥❛ ❝❤②❜❛ st❛✈♦✈é❤♦
✈❡❦t♦r❛ ♥❛ s✐♠✉❧♦✈❛♥♦♠ ↔❛s♦✈♦♠ ✐♥t❡r✈❛❧❡ ❥❡
Ea = max
∀k,t
{|yk(t)− yrk(t)|} ✭✺✳✷✮
❆❦ ❥❡ st❛✈ s②sté♠✉ ✈ ↔❛s❡ t ✈❡❦t♦r r❡á❧♥②❝❤ ↔ís❡❧✱ ♣♦t♦♠ ❝❡❧ý ♣r✐❡❜❡❤ s✐♠✉❧á❝✐❡ ❥❡ r❡✲
♣r❡③❡♥t♦✈❛♥ý ✈❡❦t♦r♦♠ ✈❡❦t♦r♦✈ ❤♦❞♥ôt st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ t✳❥✳ ♠❛t✐❝♦✉✳ ◆❛ ♠❡r❛♥✐❡
❝❤②❜② ❝❡❧❡❥ ♠❛t✐❝❡ ❜✉❞❡♠❡ ♣♦✉➸í✈❛➫ r♦✈♥❛❦ú ♠❡tr✐❦✉ ❛❦♦ ♥❛ ♠❡r❛♥✐❡ ❝❤②❜② ❥❡❞♥é❤♦ ✈❡❦✲
t♦r❛ ✕ ♠❛①✐♠✉♠ ③ ❝❤ý❜ ❥❡❞♥♦t❧✐✈ý❝❤ ③❧♦➸✐❡❦✳ ❏❡ ❞ô❧❡➸✐té ♣♦③♥❛♠❡♥❛➫✱ ➸❡ ♥❡st❛↔í ③✐s➫♦✈❛➫
❝❤②❜✉ ♥❛ ❦♦♥❝✐ s✐♠✉❧á❝✐❡✱ ♣r❡t♦➸❡ ♣r✐ r✐❡➨❡♥í st❛❜✐❧♥ý❝❤ s②sté♠♦✈ ♣r❛✈❞❡♣♦❞♦❜♥❡ ✈③♥✐❦♥❡
♥❛❥✈ä↔➨✐❛ ❝❤②❜❛ ♥✐❡❦❞❡ ✈ ♣r✐❡❜❡❤✉ s✐♠✉❧á❝✐❡ ❛ ♥❡✈✐❡♠❡✱ ✈ ❦t♦r♦♠ ❦♦♥❦rét♥♦♠ ↔❛s❡ ❥❡ st❛✈
s②sté♠✉ ♣r❡ ✉➸í✈❛t❡➞❛ ③❛✉❥í♠❛✈ý✳
❘❡❧❛tí✈♥❛ ❝❤②❜❛ s✐♠✉❧á❝✐❡
◆❡✈ý❤♦❞♦✉ ♣♦✉➸✐t✐❛ ❛❜s♦❧út♥❡❥ ❝❤②❜② ❥❡ ❥❡❥ ③á✈✐s❧♦s➫ ♥❛ ❛♠♣❧✐tú❞❡ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤✳
❚❡♥t♦ ♣r♦❜❧é♠ r✐❡➨✐ ♣♦✉➸✐t✐❡ r❡❧❛tí✈♥❡❥ ❝❤②❜② ❞❡✜♥♦✈❛♥❡❥ ✈③➫❛❤♦♠
E =
Ea
max∀k,t{|yk(t)|} =
max∀k,t{|yk(t)− yrk(t)|}
max∀k,t{|yk(t)|} ✭✺✳✸✮
✷✹
❱ t♦♠t♦ ♣rí♣❛❞❡ ❜✉❞❡♠❡ ❛❜s♦❧út♥✉ ❝❤②❜✉ s✐♠✉❧á❝✐❡ ♥♦r♠♦✈❛➫ ♣♦♠♦❝♦✉ ♠❛①✐♠á❧♥❡❥ r❡❢❡✲
r❡♥↔♥❡❥ ❤♦❞♥♦t② ③♦ ✈➨❡t❦ý❝❤ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ ③ ❝❡❧❡❥ ❞➝➸❦② s✐♠✉❧á❝✐❡✳ ❚❡♥t♦ ♣ríst✉♣
♠á ✈✐❛❝❡r♦ ✈ý❤♦❞✿
• ◆❡❞ô❥❞❡ ❦ ❞❡❧❡♥✐✉ ♥✉❧♦✉✱ ❛♥✐ ❦❡↕ s♣rá✈♥❛ ❤♦❞♥♦t❛ ✈ ↔❛s❡ ✈③♥✐❦✉ ❝❤②❜② ❜♦❧❛ ♥✉❧♦✈á✳
• ▼❛①✐♠á❧♥❛ ❛❜s♦❧út♥❛ ❝❤②❜❛ s✐♠✉❧á❝✐❡ ♥❛st❛♥❡ ✈ r♦✈♥❛❦♦♠ ↔❛s❡ ❛❦♦ ♠❛①✐♠á❧♥❛ r❡❧❛✲
tí✈♥❛ ❝❤②❜❛ s✐♠✉❧á❝✐❡✳
• ❱ýs❧❡❞♦❦ ❥❡ s♣rá✈♥❡ ➨❦á❧♦✈❛t❡➞♥ý✱ ♥❡③á✈✐s❧ý ♦❞ ♣♦✉➸✐tý❝❤ ❢②③✐❦á❧♥②❝❤ ❥❡❞♥♦t✐❡❦✳
❱③➫❛❤ ♠❡❞③✐ d ❛ E ♠❛①✐♠á❧♥♦✉ ❛❜s♦❧út♥♦✉ ❝❤②❜♦✉ ❥❡ ♥❛ ❣r❛❢❡ ✭✼✳✼✮✳
✺✳✸ ❷❛s♦✈á ♥ár♦↔♥♦s➫ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞
P♦❞♦❜♥❡✱ ❛❦♦ ♣r✐ ❚❛②❧♦r♦✈♦♠ ♣♦❧②♥ó♠❡ ✭✹✳✷✮✱ ❛❥ ♣r✐ ✐♥ý❝❤ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞❛❝❤ ♠á♠❡
♣r✐ s✐♠✉❧á❝✐✐ ♥❛ ✈ý❜❡r ♠❡❞③✐✿
• ♠❡tó❞♦✉ s ✈②s♦❦ý♠ rá❞♦♠ s ❞❧❤ý♠ ❦r♦❦♦♠ s✐♠✉❧á❝✐❡ ❛ s tý♠ s♣♦❥❡♥♦✉ ♠❛❧♦✉ ❧♦❦á❧♥♦✉
❝❤②❜♦✉ ♦r❡③❛♥í♠✱ ♠❛❧ý♠ ♣♦↔t♦♠ ❦r♦❦♦✈✱ ✈❡➞❦♦✉ ↔❛s♦✈♦✉ ♥ár♦↔♥♦s➫♦✉ ♥❛ ❥❡❞❡♥ ❦r♦❦✱
♠❛❧ý♠ r✐③✐❦♦♠ ❛❦✉♠✉❧á❝✐❡ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛❝í❝❤ ❝❤ý❜
• ♠❡tó❞♦✉ s ♥í③❦②♠ rá❞♦♠ ❛ ❦rát❦②♠ ❦r♦❦♦♠ s✐♠✉❧á❝✐❡ ❛ s♣♦❧✉ s tý♠ ✈❡➞❦♦✉ ❧♦❦á❧♥♦✉
❝❤②❜♦✉ ♦r❡③❛♥í♠✱ ✈❡➞❦ý♠ ♣♦↔t♦♠ ❦r♦❦♦✈✱ ♠❛❧♦✉ ↔❛s♦✈♦✉ ♥ár♦↔♥♦s➫♦✉ ♥❛ ❥❡❞❡♥ ❦r♦❦✱
✈❡➞❦ý♠ r✐③✐❦♦♠ ❛❦✉♠✉❧á❝✐❡ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛❝í❝❤ ❝❤ý❜✳
◆✐❡ ❥❡ ❥❡❞♥♦❞✉❝❤á ♦❞♣♦✈❡↕ ♥❛ t♦✱ ❦t♦rý ♣ríst✉♣ ❥❡ ♣r✐ ❞❛♥❡❥ t♦❧❡r❛♥❝✐✐ ❣❧♦❜á❧♥❡❥ ❝❤②❜②
✈ý❤♦❞♥❡❥➨í✳
▼❡r❛♥✐❡ ↔❛s✉
❆❦ ❝❤❝❡♠❡ ♣♦r♦✈♥á✈❛➫ ↔❛s♦✈ú ③❧♦➸✐t♦s➫✱ ♠✉sí♠❡ s✐ ♥❛❥♣r✈ ✈②❥❛s♥✐➫ ♣♦❥❡♠ ♠❡r❛♥✐❛ ↔❛s✉✳
▼♦❞❡❧♦✈ý ↔❛s s❛ ✈③➫❛❤✉❥❡ ❦ s✐♠✉❧♦✈❛♥é♠✉ ❞②♥❛♠✐❝❦é♠✉ s②sté♠✉✳ ❆❦ s✐♠✉❧✉❥❡♠❡ ❥❛③❞✉
❛✉t❛ ♦❞ ➨t❛rt✉ ✈ ↔❛s❡ ♥✉❧❛ ♣♦ ♣rí❝❤♦❞ ❞♦ ❝✐❡➞❛ ✈ ↔❛s❡ ❥❡❞♥❛ ❤♦❞✐♥❛✱ ③♥❛♠❡♥á t♦ s✐♠✉❧á❝✐✉
❥❡❞♥❡❥ ❤♦❞✐♥② ♠♦❞❡❧♦✈é❤♦ ↔❛s✉✳
❷❛s✱ ❦t♦rý ✉♣❧②♥✐❡ ♣♦↔❛s ♣rá❝❡ ♣♦↔ít❛↔❛ ♥❛ s✐♠✉❧á❝✐✐✱ ❜✉❞❡♠❡ ✈♦❧❛➫ r❡á❧♥② ↔❛s✳ ❏❡❞♥❛
❤♦❞✐♥❛ ♠♦❞❡❧♦✈é❤♦ ↔❛s✉ ❥❛③❞② ❛✉t❛ ♠ô➸❡ ♥❛ ♣♦♠❛❧♦♠ ♣♦↔ít❛↔✐ ③♥❛♠❡♥❛➫ ♠✐♥út✉ r❡á❧♥❡❤♦
↔❛s✉ ↔❛❦❛♥✐❛ ♥❛ ✈ýs❧❡❞♦❦ s✐♠✉❧á❝✐❡ ❛❧❡❜♦ ♥❛ rý❝❤❧♦♠ ♣♦↔ít❛↔✐ s❡❦✉♥❞✉ r❡á❧♥❡❤♦ ↔❛s✉✳
Pr✐ ♣r❛❦t✐❝❦❡❥ s✐♠✉❧á❝✐✐ ♥ás ③❛✉❥í♠❛✱ ❦♦➞❦♦ r❡á❧♥❡❤♦ ↔❛s✉ ♠✉sí♠❡ ↔❛❦❛➫ ♥❛ ✈②♣♦↔ít❛♥✐❡
✈ýs❧❡❞❦✉✳ ❙❛♠♦t♥ý ❢❛❦t✱ ➸❡ ♣♦↔ít❛↔❡ ♠❛❥ú rô③♥✉ rý❝❤❧♦s➫ ♥✐❡ ❥❡ ♣r❡ ♣♦r♦✈♥á✈❛♥✐❡ ♣r♦❜❧é♠✳
❘❡❧❛tí✈♥❛ rý❝❤❧♦s➫ rô③♥②❝❤ ♠❡tó❞ ❜② ③♦st❛❧❛ ❛❥ ♣r✐ ✐♥♦♠ ♣♦↔t❡ ♦♣❡rá❝✐í ③❛ s❡❦✉♥❞✉ ③❛❝❤♦✲
✈❛♥á✳ Pr♦❜❧é♠ ❥❡✱ ➸❡ ♣♦♠❡r rý❝❤❧♦st✐ rô③♥②❝❤ ♦♣❡rá❝✐í ♥❛ ❞✈♦❝❤ ♣♦↔ít❛↔♦❝❤ ♠ô➸❡ ❜②➫ rô③♥②✳
❆❦ ❥❡ s↔ít❛♥✐❡ ❞✈❛❦rát rý❝❤❧❡❥➨✐❡✱ ♥❡③♥❛♠❡♥á t♦✱ ➸❡ ♠✉sí ❜②➫ ❞✈❛❦rát rý❝❤❧❡❥➨í ❛❥ ✈ý♣♦↔❡t
❦♦sí♥✉s✉✳ ❏❡❞♥❛ ✐♥t❡❣r❛↔♥á ♠❡tó❞❛ s❛ ♠ô➸❡ ♣♦ ♣r❡❝❤♦❞❡ ♥❛ ✐♥ý ♣♦↔ít❛↔ ③rý❝❤❧✐➫✱ ↕❛❧➨✐❛
s♣♦♠❛❧✐➫✳
❆❦ ❝❤❝❡♠❡ ♣♦r♦✈♥á✈❛➫ ↔❛s♦✈ú ③❧♦➸✐t♦s➫ ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ♠❡tó❞ ❛ ✈ýs❧❡❞❦② ③♦✈➨❡♦❜❡❝♥✐➫✱ ♦❦✲
r❡♠ r❡á❧♥❡❤♦ ↔❛s✉ ❥❡ ♣♦tr❡❜♥á ❛❥ ♥❡❥❛❦á ❥❡❞♥♦t❦❛ ♥❡③á✈✐s❧á ♦❞ ❦♦♥❦rét♥❡❤♦ ♣♦↔ít❛↔❛✳ ❏❡❞♥❛
♠♦➸♥♦s➫ ❥❡ ③rát❛➫ ♣♦↔❡t ♣♦tr❡❜♥ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í ✭♥❛♣r✳ ❋▲❖P ✕ ❋❧♦❛t✐♥❣ P♦✐♥t ❖♣❡r❛t✐♦♥✮✳ ▼❡✲
tó❞②✱ ♥❛ ❦t♦ré s❛ sústr❡❞í♠❡ ✈ t❡❥t♦ ♣rá❝✐✱ ✈②✉➸í✈❛❥ú s↔ít❛♥✐❡ ❛ ♥ás♦❜❡♥✐❡ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ ✈ ♣♦♠❡r❡
✶✿✶✱ ♥✐❥❛❦é ♦❞↔ít❛♥✐❡ ❛♥✐ ❞❡❧❡♥✐❡✳ ❚ý♠✱ ➸❡ ❥❡ ♣♦♠❡r ❦♦♥➨t❛♥t♥ý✱ ✈②❤♥❡♠❡ s❛ ♣r♦❜❧é♠✉ rô③✲
♥②❝❤ r❡❧❛tí✈♥②❝❤ rý❝❤❧♦stí rô③♥②❝❤ ♦♣❡rá❝✐í✳
❸❛❧➨✐❛ ♠♦➸♥♦s➫ ❥❡ ✈②❝❤á❞③❛➫ ③ ♣r❡❞♣♦❦❧❛❞♦✈✱ ➸❡✿
✷✺
• ❥❡❞❡♥ ✈ý♣♦↔❡t ❞❡r✐✈á❝✐í ③♦ st❛✈♦✈ý❝❤ r♦✈♥í❝ ♠♦❞❡❧✉ f(y(t)) ♣r❡❜❡❤♥❡ ✈ ❦♦♥➨t❛♥t♥♦♠
↔❛s❡✱
• ♠♦❞❡❧ ❥❡ ③❧♦➸✐tý✱ ♥❛♣rí❦❧❛❞ ❛❦ ♦❜s❛❤✉❥❡ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥tá❧♥❡ ❢✉♥❦❝✐❡ ♥ár♦↔♥é ♥❛ ✈ý♣♦↔❡t✱
• ♣♦↔❡t ♦♣❡rá❝✐í ✐♥t❡❣r❛↔♥❡❥ ♠❡tó❞② ❥❡ ✈ ♣♦r♦✈♥❛♥í s♦ st❛✈♦✈ý♠✐ r♦✈♥✐❝❛♠✐ ♠♦❞❡❧✉
③❛♥❡❞❜❛t❡➞♥ý✳
❱ t❛❦♦♠ ♣rí♣❛❞❡ ♠ô➸❡♠❡ ❛❦♦ ✉♥✐✈❡r③á❧♥✉ ♠❡tr✐❦✉ ↔❛s✉ ♣♦✉➸✐➫ ♣♦↔❡t ✈②❤♦❞♥♦t❡♥í ❞❡r✐✈á❝✐❡✱
❦t♦rý ❞❛♥á ♠❡tó❞❛ ✈②➸❛❞✉❥❡✳
❷❛s♦✈á ③❧♦➸✐t♦s➫ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í
❱ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ ❜✉❞❡♠❡ ♣♦✈❛➸♦✈❛➫ ♣r❡s♥♦s➫ ❛r✐t♠❡t✐❦② ♣r❡ ✈➨❡t❦② ♠❡❞③✐✈ý♣♦↔t② ❥❡❞♥❡❥ s✐♠✉✲
❧á❝✐❡ ③❛ ❦♦♥➨t❛♥t♥ú✱ ❛❦ ♥❡❜✉❞❡ ✈ ♣♦♣✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✉ ✉✈❡❞❡♥á ✈ý♥✐♠❦❛✳
Pr❡ s↔ít❛♥✐❡ ❛ ♦❞↔ít❛♥✐❡ ❥❡ ↔❛s♦✈á ③❧♦➸✐t♦s➫ ✈ ③á✈✐s❧♦st✐ ♦❞ ♣♦↔t✉ ❜✐t♦✈ ❧✐♥❡ár♥❛✳
Pr✐ ♥ás♦❜❡♥í ❛ ❞❡❧❡♥í ❥❡ s✐t✉á❝✐❛ ③❧♦➸✐t❡❥➨✐❛✳ P♦✉➸í✈❛❥ú s❛ ❞❡s✐❛t❦② ❛❧❣♦r✐t♠♦✈ s rô③♥♦✉
③❧♦➸✐t♦s➫♦✉ ♦❞ ♥❛❥❥❡❞♥♦❞✉❝❤➨í❝❤ ❦✈❛❞r❛t✐❝❦ý❝❤ ❛➸ ♣♦ ❙❝❤ö♥❤❛❣❡✲❙tr❛ss❡♥♦✈ ❛❧❣♦r✐t♠✉s ♥á✲
s♦❜❡♥✐❛ ③❧♦➸✐t♦st✐ O(n log n log log n) ③❛❧♦➸❡♥ý ♥❛ ❋❋❚ ❬✶✽❪✳ ❆❧❣♦r✐t♠② s ❞♦❜r♦✉ ↔❛s♦✈♦✉
③❧♦➸✐t♦s➫♦✉ sú ♥✐❡ ❧❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛↔♥❡ ♥ár♦↔♥❡❥➨✐❡✱ ❛❧❡ ❛❥ ♣♦♠❛❧➨✐❡ ♣r❡ r❡❧❛tí✈♥❡ ♠❛❧é ♣♦↔t②
❜✐t♦✈ ✈ ♣♦r♦✈♥❛♥í s ❛s②♠♣t♦t✐❝❦② ❤♦r➨í♠✐✱ ③❛t♦ ❥❡❞♥♦❞✉❝❤➨í♠✐ ❛❧❣♦r✐t♠❛♠✐✳
◆ár♦↔♥♦s➫ ❥❡❞♥é❤♦ ❦r♦❦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡
❊✉❧❡r♦✈❛ ♠❡tó❞❛ ✭r♦✈♥✐❝❛ ✹✳✶✮✱ ❦t♦rá ❥❡ s♣♦❧♦↔♥♦✉ ♣♦❞♠♥♦➸✐♥♦✉ ✈➨❡t❦ý❝❤ s❦✉♣í♥ ❡①♣❧✐❝✐t✲
♥ý❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞✱ ✈②➸❛❞✉❥❡ ✈ ❦❛➸❞♦♠ ❦r♦❦✉ ❥❡❞♥✉ ❤♦❞♥♦t✉ f(y(t))✱
❥❡❞♥♦ ♥ás♦❜❡♥✐❡ ❛ ❥❡❞♥♦ s↔ít❛♥✐❡✳ ❆❦ ♦③♥❛↔í♠❡ d ♣♦↔❡t ♦♣❡rá❝✐í ♣♦tr❡❜♥ý❝❤ ♥❛ ✈②↔ís❧❡♥✐❡
f(y(t))✱ ♣♦t♦♠ ❝❡❧❦♦✈ý ♣♦↔❡t ♦♣❡rá❝✐í ♥❛ ❥❡❞❡♥ ❦r♦❦
oE = d+ 2 ✭✺✳✹✮
❱♦ ✈➨❡t❦ý❝❤ ✉✈❛➸♦✈❛♥ý❝❤ ♠❡tó❞❛❝❤ ❥❡ ♣♦♠❡r s↔ít❛♥í ❛ ♥ás♦❜❡♥í ♣r✐❜❧✐➸♥❡ ✶✿✶✱ ♣r❡t♦ ✐❝❤
♥❡❜✉❞❡♠❡ r♦③❧✐➨♦✈❛➫✳
❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ✭r♦✈♥✐❝❛ ✹✳✼✮ ❜❡③ ♦❤➞❛❞✉ ♥❛ rá❞ ✈②➸❛❞✉❥❡ ♥❛ ❥❡❞❡♥ ❦r♦❦ ❥❡❞♥✉ ❤♦❞♥♦t✉
❞❡r✐✈á❝✐❡ f(y(t))✳ P♦↔❡t ♦st❛t♥ý❝❤ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í ✈ ③á✈✐s❧♦st✐ ♦❞ rá❞✉ n ❥❡ ❧✐♥❡ár♥②
2n✳ ❑❛➸❞é ③✈ý➨❡♥✐❡ rá❞✉ ♣r✐❞á ❥❡❞♥♦ ♥ás♦❜❡♥✐❡ ❛ ❥❡❞♥♦ s↔ít❛♥✐❡✳ ❈❡❧❦♦✈ý ♣♦↔❡t ♦♣❡rá❝✐í ♥❛
❥❡❞❡♥ ❦r♦❦ ❥❡ t❛❦
oAB = d+ 2n ✭✺✳✺✮
❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✭r♦✈♥✐❝❛ ✹✳✹✮ ✈②➸❛❞✉❥❡ ✈ ❥❡❞♥♦♠ ❦r♦❦✉ t♦➞❦♦ ✈ý♣♦↔t♦✈ ❞❡r✐✈á❝✐í✱ ❛❦ý ❥❡
st✉♣❡➡ ♠❡tó❞② s✳ P♦↔❡t ♦st❛t♥ý❝❤ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í r❛st✐❡ ✈ ③á✈✐s❧♦st✐ ♦❞ st✉♣➡❛ ❦✈❛❞✲
r❛t✐❝❦② 2s2✳ P♦t♦♠ ❝❡❧❦♦✈á ③❧♦➸✐t♦s➫ ♥❛ ❥❡❞❡♥ ❦r♦❦ ❥❡
oRK = sd+ 2s
2 ✭✺✳✻✮
❱✐❛❝ ♥ás ③❛✉❥í♠❛ ♥ár♦↔♥♦s➫ ✈ ③á✈✐s❧♦st✐ ♦❞ rá❞✉ ❛ ♥✐❡ ♦❞ st✉♣➡❛✱ ❧❡♥➸❡ ✈➨❡♦❜❡❝♥ý ✈③➫❛❤
♠❡❞③✐ rá❞♦♠ ❛ st✉♣➡♦♠ ♥✐❡ ❥❡ ③♥á♠②✳ ❩♥á♠❡ ❤♦❞♥♦t② ♣r❡ ♥✐❡❦t♦ré ♠❡tó❞② sú ✈ t❛❜✉➞❦❡
✹✳✶✳ ●r❛❢ ③á✈✐s❧♦st✐ ✈ý♣♦↔t♦✈❡❥ ♥ár♦↔♥♦stí ♠❡tó❞ ❘❑ ❛ ❆❇ ✈♦ ❋▲❖P ♣r❡ ♥✐❡❦t♦ré ❦♦♥❦rét♥❡
❤♦❞♥♦t② n✱ s ❛ d ❥❡ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✺✳✷✱ ♣r✐↔♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡r f r❡♣r❡③❡♥t✉❥❡ ✈ý♣♦↔t♦✈ú ♥ár♦↔✲
♥♦s➫ ❥❡❞♥❡❥ ❞❡r✐✈á❝✐❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥❡ ♥❛♠❡r❛♥é tr✈❛♥✐❡ ❥❡❞♥é❤♦ ❦r♦❦✉ ✐♥t❡❣r❛↔♥❡❥ ♠❡tó❞②
✈ ③á✈✐s❧♦st✐ ♦❞ ♣♦↔t✉ ❜✐t♦✈ ❛r✐t♠❡t✐❦② ❥❡ ♥❛ ❣r❛❢❡ ✼✳✷✳
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✭❜✮ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛
❖❜r✳ ✺✳✷✿ P♦↔❡t ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í ♥❛ ❥❡❞❡♥ ❦r♦❦ ♠❡tó❞ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ✭✺✳✷❛✮ ❛
❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✭✺✳✷❜✮ ✈ ③á✈✐s❧♦st✐ ♦❞ st✉♣➡❛ ❛ ♦❞ ♣♦↔t✉ ♦♣❡rá❝✐í ♥❛ ❥❡❞♥♦ ✈②❤♦❞♥♦t❡♥✐❡ ❞❡r✐✲
✈á❝✐❡✳
✷✼
❷❛s♦✈á ♥ár♦↔♥♦s➫ s✐♠✉❧á❝✐❡
❷❛s♦✈á ♥ár♦↔♥♦s➫ ❥❡❞♥é❤♦ ❦r♦❦✉ ✈②③♥✐❡✈❛ ❥❡❞♥♦③♥❛↔♥❡ ✈ ♣r♦s♣❡❝❤ ♠❡tó❞ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤
♣r❡❞ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳ ▲❡♥➸❡ t♦ ♥✐❡ ❥❡ ❥❡❞♥♦③♥❛↔♥á ♦❞♣♦✈❡↕ ♥❛ ♦tá③❦✉✱ ❦t♦rá ♠❡tó❞❛ ❥❡ rý❝❤✲
❧❡❥➨✐❛✳ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠á ✈➨❡♦❜❡❝♥❡ ❧❡♣➨✐✉ ♣r❡s♥♦s➫ ❛❦♦ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ r♦✈♥❛❦é❤♦ rá❞✉
♣r✐ r♦✈♥❛❦❡❥ ❞➝➸❦❡ ❦r♦❦✉✳ ❆❥ ♦❜❧❛s➫ st❛❜✐❧✐t② s❛ ✉ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s r❛stú❝✐♠ rá❞♦♠ ③✈ä↔➨✉❥❡✱
✉ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ③♠❡♥➨✉❥❡✳ ❚♦ ♠ô➸❡ ♣r✐ ♠❡tó❞❡ ❆❞❛♠s✲❇❛s❢♦rt❤ ♥út✐➫ ❦ ✈❡➞♠✐ ♠❛❧ý♠
❞➝➸❦❛♠ ❦r♦❦✉✱ ❛ ♣r❡t♦ ❦ ✈ýr❛③♥é♠✉ ③❤♦r➨❡♥✐✉ ↔❛s♦✈❡❥ ♥ár♦↔♥♦st✐✳ ❑♦♥❦rét♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥❡
✈ýs❧❡❞❦② sú ✈ ↔❛st✐ ✼✳
✷✽
❑❛♣✐t♦❧❛ ✻
◆á✈r❤ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ♠❡tó❞
❚át♦ ❦❛♣✐t♦❧❛ ♣♦♣✐s✉❥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t♦✈❛♥ú ❦♥✐➸♥✐❝✉ ♥✉♠❡r✐❝❦ý❝❤ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞✱ ❦t♦rú
♥❛③✈❡♠❡ ❉❊❙❙▲ ✭❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▲✐❜r❛r②✮✳ Pr✐ ♥á✈r❤✉ ❦♥✐➸♥✐❝❡
❜♦❧✐ ③♦❤➞❛❞♥❡♥é ♥❛s❧❡❞✉❥ú❝❡ ❝✐❡❧❡ ❛ ♣♦➸✐❛❞❛✈❦②✿
• P♦❞♣♦r❛ ❥❡❞♥♦❦r♦❦♦✈ý❝❤ ❛❥ ✈✐❛❝❦r♦❦♦✈ý❝❤ ♠❡tó❞ ✈②s♦❦é❤♦ rá❞✉✳
• ■♠♣❧❡♠❡♥tá❝✐❛ ✈ ♣r♦❣r❛♠♦✈❛❝♦♠ ❥❛③②❦✉ ❈✰✰✳
• P♦❞♣♦r❛ ✈ý♣♦↔t♦✈ s ✈✐❛❝♥ás♦❜♥♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ❛❦♦ ❛❥ s♦ ➨t❛♥❞❛r❞♥ý♠✐ ↔ís❡❧♥ý♠✐ t②♣♠✐
♣♦♠♦❝♦✉ ➨❛❜❧ó♥✳
• ■♠♣❧❡♠❡♥tá❝✐❛ ♥ástr♦❥♦✈ ♥❛ ❛♥❛❧ý③✉ ❝❤②❜② s✐♠✉❧á❝✐❡✳
• ■♠♣❧❡♠❡♥tá❝✐❛ ♥ástr♦❥♦✈ ♥❛ ✈②❤♦❞♥♦t❡♥✐❡ ❡❢❡❦t✐✈✐t② s✐♠✉❧á❝✐❡✳
• P♦✉➸✐t✐❡ ✐❜❛ t❛❦ý❝❤ ❡①✐st✉❥ú❝✐❝❤ ❦♦♠♣♦♥❡♥t♦✈✱ ❦t♦ré s✈♦❥♦✉ ❧✐❝❡♥❝✐♦✉ ♥❡♦❜♠❡❞③✐❛ ♣♦✲
✉➸✐t❡➞♥♦s➫✱ ➨ír❡♥✐❡ ❛ ↕❛❧➨í ✈ý✈♦❥✳
• Pr❡♥♦s✐t❡➞♥♦s➫✳
• ❷✐t❛t❡➞♥♦s➫ ❦ó❞✉✳
❱ ↕❛❧➨❡❥ ↔❛st✐ sú ♣r✐❜❧í➸❡♥é ❤❧❛✈♥é ↔❛st✐ ❦♥✐➸♥✐❝❡ s♣♦❧✉ s ♥✐❡❦♦➞❦ý♠✐ ♣rí❦❧❛❞♠✐ ❥❡❥ ♣♦✉➸✐t✐❛✳
✻✳✶ ➆tr✉❦túr❛ ❦♥✐➸♥✐❝❡
❚r✐❡❞② ❛ ❢✉♥❦❝✐❡ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ❉❊❙❙▲ sú ❧♦❣✐❝❦② r♦③❞❡❧❡♥é ❞♦ ➨t②r♦❝❤ ↔❛stí ✭❖❜rá③♦❦ ✻✳✶✮✿
• ❙②sté♠✱
• ❙✐♠✉❧á❝✐❛✱
• ❙♣r❛❝♦✈❛♥✐❡✱
• ❆✉t♦♠❛t✐③á❝✐❛✳
❷❛s➫ ❙②sté♠ ♦❜s❛❤✉❥❡ tr✐❡❞② ❛ ❢✉♥❦❝✐❡ ✉r↔♥é ♣r❡ ❞❡✜♥♦✈❛♥✐❡ s✐♠✉❧♦✈❛♥ý❝❤ s②sté♠♦✈ ❛ ✐❝❤
♣♦↔✐❛t♦↔♥ý❝❤ ♣♦❞♠✐❡♥♦❦✳ ❏❛❞r♦ t✈♦rí ♠❛t❡rs❦á tr✐❡❞❛ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♦❞ ❦t♦r❡❥ s❛ ♦❞✈á❞③❛❥ú
tr✐❡❞② ❦♦♥❦rét♥②❝❤ s②sté♠♦✈ ❝❤❛r❛❦t❡r✐③♦✈❛♥ý❝❤ ♣♦♠♦❝♦✉ súst❛✈② st❛✈♦✈ý❝❤ r♦✈♥í❝✳ ❙ú↔❛s✲
➫♦✉ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ❥❡ ♥✐❡❦♦➞❦♦ tr✐❡❞ ♣r❡❞❞❡✜♥♦✈❛♥ý❝❤ s②sté♠♦✈✱ ❦t♦ré ❜♦❧✐ ♣♦✉➸✐té ✈ ❡①♣❡r✐♠❡t♦❝❤✳
❆❦♦ ♣rí❦❧❛❞ ✉✈á❞③❛♠❡ ↔❛s➫ ❦ó❞✉ s ❞❡✜♥í❝✐♦✉ st❛✈♦✈ý❝❤ r♦✈♥í❝ s②sté♠✉ ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ♦s❝✐❧át♦r❛
s ♣❛r❛♠❡tr♦♠ ❞át♦✈é❤♦ t②♣✉ ♥✉♠❜❡r❴t✿
✷✾
t❡♠♣❧❛t❡❁❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r❴t❃
❝❧❛ss s✐♥✉s❴❝♦s✐♥✉s❴❡q✿ ♣✉❜❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s❁♥✉♠❜❡r❴t❃
④
♣✉❜❧✐❝✿
✳✳✳
✈✐rt✉❛❧ ✈♦✐❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✭
❝♦♥st ✈❡❝t♦r❁♥✉♠❜❡r❴t❃ ✫st❛t❡✱
✈❡❝t♦r❁♥✉♠❜❡r❴t❃ ✫r❡s✉❧t✮
④
r❡s✉❧t❬✵❪ ❂ st❛t❡❬✶❪❀
r❡s✉❧t❬✶❪ ❂ st❛t❡❬✵❪ ✯ ✲✶❀
⑥
✳✳✳
⑥❀
◆❛ ♣♦♣✐s ❧✐♥❡❛r♥②❝❤ s②sté♠♦✈ ❥❡ ✉r↔❡♥á tr✐❡❞❛ ❝♦♥❢✐❣✉r❛❜❧❡❴❧✐♥❡❛r❴❡q✉❛t✐♦♥✱ ❦t♦rá
✉♠♦➸➡✉❥❡ ♣♦♣✐s súst❛✈② ❧✐♥❡ár♥②❝❤ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝ ♠❛t✐❝♦✉ ❆ s ❦♦♥➨t❛♥t♥ý♠✐ ❦♦❡✜✲
❝✐❡♥t❛♠✐ ③ís❦❛♥❡❥ ③ ❡①t❡r♥é❤♦ sú❜♦r✉✳ ▼❛t✐❝❛ ♣r✐t♦♠ ♥❡♠✉sí ❜②➫ ③♥á♠❛ ✈ ↔❛s❡ ♣r❡❦❧❛❞✉
♣r♦❣r❛♠✉✳ ❚r✐❡❞❛ ✐✈♣ ✭■♥✐t✐❛❧ ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠✮ s♣á❥❛ r♦✈♥✐❝❡ ❛ ♣♦↔✐❛t♦↔♥é ♣♦❞♠✐❡♥❦② ❞♦
❦♦♠♣❧❡t♥é❤♦ ♣♦♣✐s✉ ú❧♦❤② ✉r↔❡♥❡❥ ♥❛ s✐♠✉❧á❝✐✉✳
❷❛s➫ ❙✐♠✉❧á❝✐❛ ♦❜s❛❤✉❥❡ tr✐❡❞② ❛ ❢✉♥❦❝✐❡ ♣r❡ ❞❡✜♥♦✈❛♥✐❡ s✐♠✉❧át♦r♦✈ s♣♦❥✐tý❝❤ ❞②✲
♥❛♠✐❝❦ý❝❤ s②sté♠♦✈✳ ❩♦ ③á❦❧❛❞♥❡❥ tr✐❡❞② s✐♠✉❧❛t♦r sú t✉ ♦❞✈♦❞❡♥é ➨♣❡❝✐✜❝❦é s✐♠✉❧á✲
t♦r② ♣r❡ ♠❡tó❞② ❊✉❧❡r ✭❡✉❧❡r❴s✐♠✉❧❛t♦r✮✱ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ✭❆❇s✐♠✉❧❛t♦r✮✱ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛
✭❘❑s✐♠✉❧❛t♦r✮ ❛ s✐♠✉❧át♦r ❛♥❛❧②t✐❝❦é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛ s②sté♠✉ ✭❛♥❛❧②t✐❝❴s✐♠✉❧❛t♦r✮✳ Pr✐♥❝í♣
✈②t✈♦r❡♥✐❛ s②sté♠✉ ❛ s✐♠✉❧át♦r❛ ♥❛③♥❛↔✉❥❡ ♥❛s❧❡❞♦✈♥ý ❦ó❞✿
✈♦✐❞ s✐♠✉❧✉❥✭✮
④
✴✴ ❞❡❢✐♥♦✈❛♥✐❡ ♣♦❝✐❛t♦❝♥ý❝❤ ❤♦❞♥ôt st❛✈✳ ✈❡❦t♦r❛
✈❡❝t♦r❁♥✉♠❜❡r❴t❃ ✐♥✐t❴✈❛❧✉❡ ❂ ✳✳✳
✴✴ ✈②t✈♦r❡♥✐❡ s②sté♠✉
s②st❡♠❴t②♣❡❁♥✉♠❜❡r❴t❃ s②st❡♠❀
✴✴ ✈②t✈♦r❡♥✐❡ ✐✈♣
✐✈♣❁♥✉♠❜❡r❴t❃ ♣r♦❜❧❡♠✭✐♥✐t❴✈❛❧✉❡✱ s②st❡♠✮❀
✴✴ ✈②t✈♦r❡♥✐❡ s✐♠✉❧át♦r❛ ❛ ♣r❡♣♦❥❡♥✐❡ s♦ s②sté♠♦♠
s✐♠✉❧❛t♦r❴t②♣❡❁♥✉♠❜❡r❴t❃ s✐♠✭♣r♦❜❧❡♠✮❀
⑥
❷❛s➫ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ❙♣r❛❝♦✈❛♥✐❡ ♣♦s❦②t✉❥❡ tr✐❡❞② ❛ ❢✉♥❦❝✐❡ ♣r❡ ③á③♥❛♠ ❛ s♣r❛❝♦✈❛♥✐❡ ♣r✐❡❜❡❤✉
❛ ✈ýs❧❡❞❦♦✈ s✐♠✉❧á❝✐❡✳ ❚r✐❡❞❛ ❤✐st♦r②❴t ♣♦s❦②t✉❥❡ ❞át♦✈ú ➨tr✉❧túr✉ ♣r❡ ③á③♥❛♠ ♣r✐❡❜❡❤✉
st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠♠❡♥♥ý❝❤ ♣♦♠♦❝♦✉ tr✐❡❞② ❤✐st♦r②❴r❡❝♦r❞❡r✳ ❚r✐❡❞❛ r❡s✉❧t❴♣r♦❝❡ss♦r❴t
❥❡ r♦③❤r❛♥í♠ ♣r❡ s♣r❛❝♦✈❛♥✐❡ ✈ýs❧❡❞❦♦✈ s✐♠✉❧á❝✐❡✳ ▼❡t♦❞✐❦❛ s♣✉st❡♥✐❛ s✐♠✉❧á❝✐❡ s ✉r↔❡♥í♠
s♣ôs♦❜✉ s♣r❛❝♦✈❛♥✐❛ ✈ýs❧❡❞❦♦✈ ♥❛♣r✳ s♦ ③á③♥❛♠♦♠ ❤♦❞♥ôt st❛✈♦✈é❤♦ ✈❡❦t♦r❛ ❛ ✈ý♣✐s♦♠ ♥❛
➨t❛♥❞❛r❞♥ý ✈ýst✉♣ ❥❡ ♥❛③♥❛↔❡♥á ✈ ♥❛s❧❡❞♦✈♥♦♠ ❦ó❞❡
✸✵
✈♦✐❞ s✐♠✉❧✉❥✭✮
④
✴✴ ❞❡❢✐♥í❝✐❛ t②♣✉ s♣r❛❝♦✈❛♥✐❛ ✈ýs❧❡❞❦♦✈
✴✴ ✈ t♦♠t♦ ♣rí♣❛❞❡ ③á③♥❛♠ st❛✈✉ ♣♦ ❦❛➸❞♦♠ ❦r♦❦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡
❤✐st♦r②❴r❡❝♦r❞❡r❁♥✉♠❜❡r❴t❃ ♦❜s❡r✈❡r❀
✴✴s♣✉st❡♥✐❡ s✐♠✉❧á❝✐❡ ❛ ♣r❡♣♦❥❡♥✐❡ s r❡❦♦r❞ér♦♠
s✐♠✳r✉♥✭st❛rt❴t✐♠❡✱ st♦♣❴t✐♠❡✱ st❡♣❴❧❡♥❣t❤✱ ♦❜s❡r✈❡r✮❀
✴✴ ♣rí❦❛③ ♥❛ ✈②♣ís❛♥✐❡ ③❛③♥❛♠❡♥❛♥é❤♦ ♣r✐❡❜❡❤✉ s✐♠✉❧á❝✐❡
♦❜s❡r✈❡r✳❤✐st♦r②✳♣r✐♥t✭✮❀
⑥
❑❡↕➸❡ ❞ô❧❡➸✐t♦✉ sú↔❛s➫♦✉ t❡❥t♦ ♣rá❝❡ ❜♦❧❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥❛ ❛♥❛❧ý③❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t♦✈❛♥ý❝❤
♠❡tó❞ s ♣♦✉➸✐tí♠ ♠♥♦➸st✈❛ rô③♥②❝❤ ♣❛r❛♠❡tr♦✈ ❛ ♥❛st❛✈❡♥í✱ ❜♦❧♦ ♣r✐ ✐♠♣❧❡♠❡♥tá❝✐✐ ❦♥✐➸✲
♥✐❝❡ ♥✉t♥é ❛✉t♦♠❛t✐③♦✈❛➫ r✐❛❞❡♥✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦✈ ♣r❡ ❞❡✜♥♦✈❛♥é r♦③s❛❤② ♣❛r❛♠❡tr♦✈✳ ◆❛
t✐❡t♦ ú↔❡❧② ❜♦❧✐ ✈②✈✐♥✉té tr✐❡❞② ❛ ❢✉♥❦❝✐❡ ✈ ↔❛st✐ ❆✉t♦♠❛t✐③á❝✐❛✳ ❩á❦❧❛❞♦♠ ❥❡ t✉ ♠❛t❡rs❦á
tr✐❡❞❛ s✐♠✉❧❛t♦r❴❢❛❝t♦r②✱ ❦t♦rá s❧ú➸✐ ♥❛ ♦❞✈♦❞❡♥✐❡ tr✐❡❞ ❣❡♥❡r✉❥ú❝✐❝❤ s✐♠✉❧át♦r② rô③♥②❝❤
♠❡tó❞ ♣r❡ ❞❡✜♥♦✈❛♥é r♦③s❛❤② ♣❛r❛♠❡tr♦✈ ♥❛♣r✳ ♣r❡ ❞á✈❦♦✈ú ❛♥❛❧ý③✉ ♠❡tó❞ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛
✭r❦❴❢❛❝t♦r②✮ ❛ ❆❞❛♠s✲❇❡s❤❢♦rt❤ ✭❛❜❴❢❛❝t♦r②✮✳
◆❛s❧❡❞♦✈♥ý ③♦③♥❛♠ s✉♠❛r✐③✉❥❡ ♥❛❥❞ô❧❡➸✐t❡❥➨✐❡ ❡❧❡♠❡♥t② ❦♥✐➸♥✐❝❡ ❉❊❙❙▲✿
♥✉♠❜❡r❴t ❚②♣♦✈ý ♣❛r❛♠❡t❡r ➨❛❜❧ó♥②✱ ❦t♦rý ✉r↔✉❥❡ ♣♦✉➸✐tú ❛r✐t♠❡t✐❦✉✳
♥✉♠❜❡r❴r❡❢❴t ❆r✐t♠❡t✐❦❛ ♥❛ ✈ý♣♦↔❡t r❡❢❡r❡♥↔♥é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛ ❛ ❝❤②❜②✱ ♦❜②↔❛❥♥❡ ♣r❡s♥❡❥➨✐❛
❛❦♦ ♥✉♠❜❡r❴t✳
❚r✐❡❞② ↔❛st✐✿ ❙②sté♠
❡q✉❛t✐♦♥s ❇á③♦✈á tr✐❡❞❛ ♣r❡ ③❛❞á✈❛♥✐❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②❝❤ r♦✈♥í❝✳ ❯➸í✈❛t❡➞ ♠ô➸❡ ③❛❞❛➫ ✈❧❛st♥é
③❞❡❞❡♥í♠ ❛ ♣r❡❞❡✜♥♦✈❛♥í♠ ♠❡tó❞✳
❡①♣❴❡q tr✐❡❞❛ ♣r❡ ♣♦♣✐s s②sté♠✉ s ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧♥②♠ ♣r✐❡❜❡❤♦♠ st❛✈♦✈❡❥ ♣r❡♠❡♥♥❡❥
s✐♥✉s❴❝♦s✐♥✉s❴❡q tr✐❡❞❛ ♣r❡ ♣♦♣✐s ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ✭♥❡t❧♠❡♥ý ♦s❝✐❧át♦r✮
s✐♥✉s❴r♦✉♥❞❡❞❴❡q tr✐❡❞❛ ♣r❡ ♣♦♣✐s ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ s♦ ③❛♦❦rú❤❧❡♥ý♠ ✈②♣♦↔t♦♠
❞❡r✐✈á❝✐í✱ ♣♦✉➸✐té ♣r✐ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ♦ ✈♣❧②✈❡ ③❛♦❦rú❤❧❡♥✐❛ ♥❛ rô③♥❡ ↔❛st✐ ✈ý♣♦↔t✉
♣❛r❛❜♦❧❛❴❡q tr✐❡❞❛ ♣r❡ ♣♦♣✐s s②sté♠✉ s ♣♦❧②♥♦♠✐á❧♥②♠ r❛st♦♠ ❤♦❞ôt st❛✈♦✈❡❥ ♣r❡✲
♠❡♥♥❡❥
♣❡♥❞✉❧✉♠❴❡q tr✐❡❞❛ ♣r❡ ♣♦♣✐s s②sté♠✉ t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ✭t❧♠❡♥ý ♦s❝✐❧át♦r✮
❝♦♥❢✐❣✉r❛❜❧❡❴❧✐♥❡❛r❴❡q tr✐❡❞❛ ♣r❡ ♣♦♣✐s s②sté♠✉ ✉r↔❡♥é❤♦ ♠❛t✐❝♦✉ ❆ s ❦♦♥➨t❛♥t✲
♥ý♠✐ ❦♦❡✜❝✐❡♥t❛♠✐ ✉❧♦➸❡♥♦✉ ✈ ❡①t❡r♥♦♠ sú❜♦r❡
✐✈♣ ■♥✐t✐❛❧ ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠✱ s♣á❥❛ r♦✈♥✐❝❡ ❛ ♣♦↔✐❛t♦↔♥é ♣♦❞♠✐❡♥❦② ❞♦ ❦♦♠♣❧❡t♥é❤♦ ♣♦♣✐s✉
ú❧♦❤② ✉r↔❡♥❡❥ ♥❛ s✐♠✉❧á❝✐✉✳
✸✶
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❖❜r✳ ✻✳✶✿ Pr✐♥❝✐♣✐á❧♥❡ ③♦❜r❛③❡♥✐❡ ➨tr✉❦túr② ❦♥✐➸♥✐❝❡
✸✷
❚r✐❡❞② ↔❛st✐✿ ❙✐♠✉❧á❝✐❛
s✐♠✉❧❛t♦r ❙♣♦❧♦↔♥á ❜á③♦✈á tr✐❡❞❛ rô③♥②❝❤ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞✳
❡✉❧❡r❴s✐♠✉❧❛t♦r ❙✐♠✉❧át♦r ❊✉❧❡r♦✈♦✉ ♠❡tó❞♦✉✳
❛♥❛❧②t✐❝❴s✐♠✉❧❛t♦r Ps❡✉❞♦s✐♠✉❧át♦r✱ ❦t♦rý ♥❛♠✐❡st♦ s✐♠✉❧á❝✐❡ ♣♦↔ít❛ ❛♥❛❧②t✐❝❦é
r✐❡➨❡♥✐❡✳ P♦✉➸✐t❡➞♥ý ♥❛♣rí❦❧❛❞ ♣r✐ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦❝❤ s ♣r❡s♥♦s➫♦✉✳
❘❑s✐♠✉❧❛t♦r ❙✐♠✉❧át♦r ❡①♣❧✐❝✐t♥♦✉ ♠❡tó❞♦✉ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳ ❑♦♥❦rét♥② rá❞ ❥❡ ✉r↔❡♥ý
♣♦✉➸✐t♦✉ ❇✉t❝❤❡r♦✈♦✉ t❛❜✉➞❦♦✉✳
❆❇s✐♠✉❧❛t♦r ❙✐♠✉❧át♦r ♠❡tó❞♦✉ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✳
❡①♣❧✐❝✐t❴t❛❜❧❡❛✉ ❇✉t❝❤❡r♦✈❛ t❛❜✉➞❦❛✱ ♦❜s❛❤✉❥❡ ❦♦♥➨t❛♥t② ♣r❡ ❡①♣❧✐❝✐t♥é ♠❡tó❞② ❘✉♥❣❡✲
❑✉tt❛✳
❚r✐❡❞② ↔❛st✐✿ ❙♣r❛❝♦✈❛♥✐❡
❤✐st♦r②❴t ❩á③♥❛♠ ✈ý✈♦❥❛ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ ✈ ↔❛s❡✳
❛♥❛❧②③❡r P♦r♦✈♥❛♥✐❡ ③á③♥❛♠♦✈ s✐♠✉❧á❝✐❡ ✭♦✛✲❧✐♥❡ ♣♦ s❦♦♥↔❡♥í s✐♠✉❧♦✈❛♥✐❛✮ ❛ ✐❝❤ ❥❡❞♥♦❞✉✲
❝❤é ➨t❛t✐st✐❝❦é s♣r❛❝♦✈❛♥✐❡✳
r❡s✉❧t❴♣r♦❝❡ss♦r❴t ▼❛t❡rs❦á tr✐❡❞❛ ♣r❡ ♦❜❥❡❦t②✱ ❦t♦ré ❞♦stá✈❛❥ú ✐♥❢♦r♠á❝✐✉ ♦ ♣r✐❡❜❡❤✉
s✐♠✉❧á❝✐❡ ♣♦ ❦❛➸❞♦♠ s✐♠✉❧❛↔♥♦♠ ❦r♦❦✉ ✭♦♥✲❧✐♥❡ s♣r❛❝♦✈❛♥✐❡ ③❛ ❜❡❤✉ s✐♠✉❧á❝✐❡✮✳ ❯➸í✈❛✲
t❡➞ ♠ô➸❡ ❞❡✜♥♦✈❛➫ ✈❧❛st♥é ♣r✐❡❜❡➸♥é s♣r❛❝♦✈❛♥✐❡ ✈ýs❧❡❞❦♦✈ ③❞❡❞❡♥í♠ ❛ ♣r❡❞❡✜♥♦✈❛♥í♠
♠❡tó❞✳
❤✐st♦r②❴r❡❝♦r❞❡r❴t ➆♣❡❝✐❛❧✐③á❝✐❛ r❡s✉❧t❴♣r♦❝❡ss♦r❴t ③❛③♥❛♠❡♥á✈❛ ❝❡❧ý ♣r✐❡❜❡❤
s✐♠✉❧á❝✐❡✳
❡rr♦r❴❝❤❡❝❦ ➆♣❡❝✐❛❧✐③á❝✐❛ r❡s✉❧t❴♣r♦❝❡ss♦r❴t ♣♦♠♦❝♦✉ ③♥á♠❡❤♦ ❛♥❛❧②t✐❝❦é❤♦ r✐❡✲
➨❡♥✐❛ ✈②❤♦❞♥♦❝✉❥❡ ❝❤②❜✉ s✐♠✉❧á❝✐❡✳
❡♣s✐❧♦♥ ❩✐stí ε ♣♦✉➸✐t❡❥ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳
❚r✐❡❞② ↔❛st✐✿ ❆✉t♦♠❛t✐③á❝✐❛
s✐♠✉❧❛t♦r❴❢❛❝t♦r② ❇á③♦✈á tr✐❡❞❛ ♣r❡ ♦❜❥❡❦t②✱ ❦t♦ré ✈②rá❜❛❥ú s✐♠✉❧át♦r② rô③♥②❝❤ ♠❡tó❞✳
P♦✉➸✐t❡➞♥é ♥❛♣rí❦❧❛❞ ♣r✐ ❛✉t♦♠❛t✐③á❝✐✐ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦✈✳
❛❧❧❴❢✐①❡❞❴st❡♣❴s✐♠✉❧❛t♦rs ➆♣❡❝✐❛❧✐③á❝✐❛ s✐♠✉❧❛t♦r❴❢❛❝t♦r②✱ ❦t♦rá ✈②r♦❜í ✈➨❡t❦②
s✐♠✉❧át♦r② s ♣❡✈♥ý♠ ❦r♦❦♦♠✳
❤✐❣❤❴♦r❞❡r❴❢❛❝t♦r② ➆♣❡❝✐❛❧✐③á❝✐❛ s✐♠✉❧❛t♦r❴❢❛❝t♦r②✱ ❦t♦rá ✈②r♦❜í s✐♠✉❧át♦r② ✈②✲
s♦❦é❤♦ rá❞✉✳ ❱❤♦❞♥á ♥❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t② s ✈❡➞❦♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳
❛❜❴❢❛❝t♦r② ❚r✐❡❞❛ ♣r❡ ♦❜❥❡❦t②✱ ❦t♦ré ✈②rá❜❛❥ú s✐♠✉❧át♦r② s ♠❡tó❞♦✉ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✳
r❦❴❢❛❝t♦r② ❚r✐❡❞❛ ♣r❡ ♦❜❥❡❦t②✱ ❦t♦ré ✈②rá❜❛❥ú s✐♠✉❧át♦r② s ♠❡tó❞♦✉ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳
❸❛❧➨✐❡ ♠♦➸♥♦st✐ ❛ ❡❧❡♠❡♥t② ❦♥✐➸♥✐❝❡ ❥❡ ♠♦➸♥é ✈②↔ít❛➫ ♣r✐❛♠♦ ③♦ ③❞r♦❥♦✈é❤♦ ❦ó❞✉ ❦♥✐➸♥✐❝❡✱
❦t♦rý ❥❡ ♣r✐❧♦➸❡♥ý ✈ ❡❧❡❦tr♦♥✐❝❦❡❥ ♣♦❞♦❜❡ ❦ t❡❥t♦ ❞✐♣❧♦♠♦✈❡❥ ♣rá❝✐✳
✸✸
✻✳✷ Prí❦❧❛❞② ♣♦✉➸✐t✐❛ ❦♥✐➸♥✐❝❡
❱ t❡❥t♦ ↔❛st✐ ♣♦s❦②t♥❡♠❡ ♣r❡ ♥á③♦r♥♦s➫ ♥✐❡❦♦➞❦♦ ❦♦♥❦rét♥②❝❤ ♣rí❦❧❛❞♦✈ ♣♦✉➸✐t✐❛ ❦♥✐➸♥✐❝❡
❉❊❙❙▲✳ ❸❛❧➨✐❡ ♣rí❦❧❛❞② ♣♦✉➸✐t✐❛ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ❥❡ ♠♦➸♥é ♥á❥st ✈ ♣r✐❧♦➸❡♥♦♠ ③❞r♦❥♦✈♦♠ ❦ó❞❡✱ ❦t♦rý
✈♦ ❢✉❦❝✐✐ ❝❤♦♦s❡❴❡①♣❡r✐♠❡♥t✭✮ ✈ s✉❜♦r❡ s❡tt✐♥❣s✳❤ ♦❜s❛❤✉❥❡ ❦ó❞ ✈➨❡t❦ý❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦✈
✈②❦♦♥❛♥ý❝❤ ✈ t❡❥t♦ ♣rá❝✐✳ ❱ý❜❡r ❛ s♣✉st❡♥✐❡ ③✈♦❧❡♥é❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✉ ❥❡ ♠♦➸♥é ♣♦♠♦❝♦✉
♣r✐❧♦➸❡♥é❤♦ ♠❛❦❡❢✐❧❡ s ♣♦✉➸✐tí♠ ③♦❞♣♦✈❡❞❛❥ú❝❡❤♦ ♣❛r❛♠❡tr❛✳
Prí❦❧❛❞ ✶✿ ❙✐♠✉❧á❝✐❛ ❛ ③♦❜r❛③❡♥✐❡ ✈ýs❧❡❞❦♦✈
❆❦♦ ♣r✈ý ♣rí❦❧❛❞ ✉✈❡❞✐❡♠❡ úr②✈♦❦ ③ ❈✰✰ ❢✉♥❦❝✐❡✱ ❦t♦rá ♦❞s✐♠✉❧✉❥❡ ♣r❡❞♣r✐♣r❛✈❡♥ý ♠♦❞❡❧
♣r❡❞♣r✐♣r❛✈❡♥♦✉ s✐♠✉❧❛↔♥♦✉ ♠❡tó❞♦✉✿
✴✴s✐♠✉❧♦✈❛♥ý s②sté♠
❧♦r❡♥③❴❡q❁❞♦✉❜❧❡❃ ❡q❀
✴✴s②sté♠ s ♣♦↔✐❛t♦↔♥ý♠✐ ♣♦❞♠✐❡♥❦❛♠✐
✐✈♣❁❞♦✉❜❧❡❃ ♣r♦❜❧❡♠✭s♦♠❡❴✐♥✐t✐❛❧❴✈❛❧✉❡❴♦❢❴t②♣❡❴✈❡❝t♦r❴❞♦✉❜❧❡✱ ❡q✮❀
✴✴s✐♠✉❧❛↔♥á ♠❡tó❞❛
❡✉❧❡r❴s✐♠✉❧❛t♦r❁❞♦✉❜❧❡❃ s✐♠✭♣r♦❜❧❡♠✮❀
✴✴s♣r❛❝♦✈❛♥✐❡ st❛✈✉ ♣♦ ❦❛➸❞♦♠ ❦r♦❦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡
❤✐st♦r②❴r❡❝♦r❞❡r❁❞♦✉❜❧❡❃ ♦❜s❡r✈❡r❀
✴✴s♣✉st❡♥✐❡ s✐♠✉❧á❝✐❡
s✐♠✳r✉♥✭st❛rt❴t✐♠❡✱ st♦♣❴t✐♠❡✱ st❡♣❴❧❡♥❣t❤✱ ♦❜s❡r✈❡r✮❀
✴✴✈ý♣✐s ♥❛ ➨t❛♥❞❛r❞♥ý ✈ýst✉♣
♦❜s❡r✈❡r✳❤✐st♦r②✳♣r✐♥t✭✮❀
P♦❞r♦❜♥❡❥➨í ♣♦♣✐s✿
❧♦r❡♥③❴❡q❁❞♦✉❜❧❡❃ ❡q❀ ❚❡♥t♦ r✐❛❞♦❦ ✈②r♦❜í ♠♦❞❡❧✱ ❦t♦rý ❝❤❝❡♠❡ s✐♠✉❧♦✈❛➫✱ ♣♦❞➞❛
♣r❡❞♣r✐♣r❛✈❡♥❡❥ tr✐❡❞②✳ P❛r❛♠❡t❡r ➨❛❜❧ó♥② ❥❡ t②♣ ❛r✐t♠❡t✐❦②✱ ❦t♦rú ❝❤❝❡♠❡ ♣♦✉➸✐➫✳
✐✈♣❁❞♦✉❜❧❡❃ ♣r♦❜❧❡♠✭✳✳✐♥✐t✐❛❧❴✈❛❧✉❡✳✳✳✱ ❡q✮❀ ❙♣♦❥í ♠♦❞❡❧ s ♣♦↔✐❛t♦↔♥ý♠ st❛✈♦♠✳
P♦↔✐❛t♦↔♥ý st❛✈ ❥❡ ✈❡❦t♦r ↔ís❡❧ r♦✈♥❛❦é❤♦ t②♣✉✱ ❛❦ý s♠❡ ③✈♦❧✐❧✐ ♣r✐ ♠♦❞❡❧✐✳
❡✉❧❡r❴s✐♠✉❧❛t♦r❁❞♦✉❜❧❡❃ s✐♠✭♣r♦❜❧❡♠✮❀ ❱②r♦❜í ♣r❡ ♥á➨ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧át♦r s ♣♦✉➸✐tí♠
❊✉❧❡r♦✈❡❥ ♠❡tó❞②✳
❤✐st♦r②❴r❡❝♦r❞❡r❁❞♦✉❜❧❡❃ ♦❜s❡r✈❡r❀ ❱②r♦❜í ♦❜❥❡❦t✱ ❦t♦rý ❜✉❞❡ s❧❡❞♦✈❛➫ ❛ ③❛③♥❛♠❡✲
♥á✈❛➫ ♣r✐❡❜❡❤ s✐♠✉❧á❝✐❡ ♣r❡ ♥❡s❦♦r➨✐❡ s♣r❛❝♦✈❛♥✐❡✳
s✐♠✳r✉♥✭st❛rt❴t✐♠❡✱ st♦♣❴t✐♠❡✱ st❡♣❴❧❡♥❣t❤✱ ♦❜s❡r✈❡r✮❀ ❙♣✉stí s✐♠✉❧á❝✐✉ ③✈♦✲
❧❡♥é❤♦ ↔❛s♦✈é❤♦ ✐♥t❡r✈❛❧✉ s♦ ③✈♦❧❡♥♦✉ ❞➝➸❦♦✉ ❦r♦❦✉ ❛ ③✈♦❧❡♥ý♠ s♣ôs♦❜♦♠ s♣r❛❝♦✈❛♥✐❛ ✈ý✲
s❧❡❞❦♦✈✳
♦❜s❡r✈❡r✳❤✐st♦r②✳♣r✐♥t✭✮❀ ❱②♣í➨❡ ✈ýs❧❡❞❦②✳ ❖❦r❡♠ ♠❡tó❞② ♣r✐♥t✭✮ ♠♦➸♥♦ s ♦❜❥❡❦✲
t♦♠ ♦❜s❡r✈❡r✳❤✐st♦r② ♠❛♥✐♣✉❧♦✈❛➫ ❛❦♦ s♦ ➨t❛♥❞❛r❞♥ý♠ ✈❡❦t♦r♦♠ ❛ ❥❡ t❡❞❛ ♣ríst✉♣♥ý
➞✉❜♦✈♦➞♥é♠✉ ↕❛❧➨✐❡♠✉ s♣r❛❝♦✈❛♥✐✉✳
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Prí❦❧❛❞ ✷✿ ❈❤②❜❛ s✐♠✉❧á❝✐❡ ✈♦↔✐ ❛♥❛❧②t✐❝❦é♠✉ r✐❡➨❡♥✐✉
❚❡♥❦♦ ♣rí❦❧❛❞ ♣♦♣✐s✉❥❡ ❥❡❞❡♥ ③ ♥❛❥↔❛st❡❥➨✐❡ ♣♦✉➸í✈❛♥ý❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦✈ ✈ t❡❥t♦ ♣rá❝✐✳ ❩✐s➫✉❥❡
♠❛①✐♠á❧♥✉ r❡❧❛tí✈♥✉ ❝❤②❜✉ s✐♠✉❧á❝✐❡ ♣♦♠♦❝♦✉ ♣r❡s♥❡❥➨✐❡❤♦ r❡❢❡r❡♥↔♥é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛✳
✴✴s✐♠✉❧♦✈❛♥ý ♠♦❞❡❧
s✐♥✉s❴❝♦s✐♥✉s❴❡q❁❢❧♦❛t❃ ❡q❀
✴✴r❡❢❡r❡♥↔♥ý ♠♦❞❡❧ s ♣r❡s♥❡❥➨♦✉ ❛r✐t♠❡t✐❦♦✉
s✐♥✉s❴❝♦s✐♥✉s❴❡q❁❞♦✉❜❧❡❃ r❡❢❡q❀
✴✴s②sté♠ s ♣♦↔✐❛t♦↔♥ý♠✐ ♣♦❞♠✐❡♥❦❛♠✐
✐✈♣❁❢❧♦❛t❃ ♣r♦❜❧❡♠✭❡q✳❞❡❢❛✉❧t❴✐♥✐t✐❛❧❴✈❛❧✉❡✭✮✱ ❡q✮❀
✴✴ s♣ôs♦❜ ❛♥❛❧ý③② ❝❤②❜②
❡rr♦r❴❝❤❡❝❦❁❢❧♦❛t✱ ❞♦✉❜❧❡❃ ♦❜s❡r✈❡r✭r❡❢❡q✮❀
✴✴ s♣✉st❡♥✐❡ s✐♠✉❧á❝✐❡
s✐♠✳r✉♥✭st❛rt❴t✐♠❡✱ st♦♣❴t✐♠❡✱ st❡♣❴❧❡♥❣t❤✱ ♦❜s❡r✈❡r✮❀
✴✴ ✈②♣í➨❡ ❊ ✲ ♥❛❥✈ä↔➨✐✉ ♥❛♠❡r❛♥ú r❡❧❛tí✈♥✉ ❝❤②❜✉
st❞✿✿❝♦✉t ❁❁ ♦❜s❡r✈❡r✳♠❛①❴r❡❧❴❡rr❀
P♦❞r♦❜♥❡❥➨í ♣♦♣✐s✿
❡q✳❞❡❢❛✉❧t❴✐♥✐t✐❛❧❴✈❛❧✉❡✭✮ ❩ís❦❛ ♣♦↔✐❛t♦↔♥ý st❛✈ s②sté♠✉✱ ❦✉ ❦t♦ré♠✉ s❛ ✈③➫❛❤✉❥❡
❛♥❛❧②t✐❝❦é r✐❡➨❡♥✐❡✳ ❏❡ t♦ ❞ô❧❡➸✐té ✈ ♣rí♣❛❞❡✱ ➸❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t♦✈❛♥é ❛♥❛❧②t✐❝❦é r✐❡➨❡♥✐❡ s❛ ✈③➫❛✲
❤✉❥❡ ✐❜❛ ♥❛ ♥❡❥❛❦ú ♣♦❞♠♥♦➸✐♥✉ ♣♦↔✐❛t♦↔♥ý❝❤ st❛✈♦✈✱ ❛❦♦ ♥❛♣rí❦❧❛❞ ✈ ♣rí♣❛❞❡ ❦②✈❛❞❧❛✳
❡rr♦r❴❝❤❡❝❦❁❢❧♦❛t✱ ❞♦✉❜❧❡❃ ♦❜s❡r✈❡r✭r❡❢❡q✮❀ ❱②r♦❜í ♦❜❥❡❦t✱ ❦t♦rý ❜✉❞❡ ♣♦r♦✈♥á✲
✈❛➫ r❡❢❡r❡♥↔♥é r✐❡➨❡♥✐❡ s♦ s✐♠✉❧❛↔♥ý♠ ❛ ③❛♣❛♠ätá s✐ ✈ýs❦②t ♥❛❥✈ä↔➨❡❥ ❝❤②❜②✳
✸✺
❑❛♣✐t♦❧❛ ✼
❊①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥❡ ♣♦r♦✈♥❛♥✐❡ ♣r❡s♥♦st✐
❛ ❡❢❡❦t✐✈✐t② ♠❡tó❞
❱ t❡❥t♦ ❦❛♣✐t♦❧❡ s❛ ❜✉❞❡♠❡ ✈❡♥♦✈❛➫ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦♠ s ✐♠♣❧❡♠❡♥t♦✈❛♥♦✉ ❦♥✐➸♥✐❝♦✉✳ ◆❛❥❞ô✲
❧❡➸✐t❡❥➨✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t② s❛ ❜✉❞ú ✈❡♥♦✈❛➫ ③á✈✐s❧♦st✐ ❝❤②❜② ♥❛ rô③♥②❝❤ ♣❛r❛♠❡tr♦❝❤ s✐♠✉❧á❝✐❡✱
❤➞❛❞❛♥✐✉ ♦♣t✐♠á❧♥②❝❤ ♣❛r❛♠❡tr♦✈ ♣r❡s♥♦st✐ ❛ ❦r♦❦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡ ♣r❡ ❞♦s✐❛❤♥✉t✐❡ ♠✐♥✐♠á❧♥❡❥
❝❤②❜② ❛ ♥❛❦♦♥✐❡❝ s♣♦tr❡❜♦✈❛♥é♠✉ str♦❥♦✈é♠✉ ↔❛s✉ ✈ tý❝❤t♦ ♦♣t✐♠á❝❤✳
✼✳✶ ❷❛s♦✈á ♥ár♦↔♥♦s➫ ③á❦❧❛❞♥ý❝❤ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡r❛❝✐í
❏❡❞♥ý♠ ③ ❝✐❡➞♦✈ t❡❥t♦ ♣rá❝❡ ❥❡ ♠❡r❛♥✐❡ r❡á❧♥❡❤♦ ↔❛s✉ ♣♦tr❡❜♥é❤♦ ♥❛ s✐♠✉❧á❝✐✉ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤
♠❡tó❞ s ✈✐❛❝♥ás♦❜♥♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ♣♦♠♦❝♦✉ ✐♠♣❧❡♠❡♥t♦✈❛♥❡❥ ❦♥✐➸♥✐❝❡✳ ❑❡↕➸❡ ❦♥✐➸♥✐❝❛ ✈②✲
✉➸í✈❛ ♣r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥tá❝✐✉ t②♣♦✈ ❛ ♦♣❡rá❝✐í ✈♦ ✈✐❛❝♥ás♦❜♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ▼P❋❘ ❛ ●▼P✱
✈②✈stá✈❛ ♦tá③❦❛✱ ❛❦á ❥❡ ↔❛s♦✈á ♥ár♦↔♥♦s➫ ③á❦❧❛❞♥ý❝❤ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í ✈ tý❝❤t♦ ❦♥✐➸✲
♥✐❝✐❛❝❤ ✈ ③á✈✐s❧♦st✐ ♦❞ ♣r❡s♥♦st✐✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♣r❡❜✐❡❤❛ t❛❦✱ ➸❡ ♣r❡ ③✈♦❧❡♥ú ♣r❡s♥♦s➫ ♠❛♥t✐s②
s ♣♦↔t♦♠ ❜✐t♦✈ n s❛ ③✈♦❧❡♥á ❛r✐t♠❡t✐❝❦á ♦♣❡rá❝✐❛ ♦♣❛❦✉❥❡ t♦➞❦♦❦rát✱ ❛❜② s❛ ❞❛❧ ♣♦♠♦❝♦✉
❢✉♥❦❝✐í ♦♣❡r❛↔♥é❤♦ s②sté♠✉ ③♠❡r❛➫ r❡á❧♥② ↔❛s✳ ◆❛♠❡r❛♥ý ↔❛s s❛ ♣♦t♦♠ ✈②❞❡❧í ♣♦↔t♦♠ ♦♣❡✲
rá❝✐í✳ ❏❡❞♥♦t❧✐✈é ♦♣❡rá❝✐❡ sú ♥❛ s❡❜❡ ♥❡③á✈✐s❧é✳ Pr❡t♦✱ ❛❦ t♦ ♣♦✉➸✐tá ❦♥✐➸♥✐❝❛ ❞♦✈♦❧í✱ ♠ô➸❡
❜②➫ ✈②✉➸✐té ❛❥ ♣❛r❛❧❡❧♥é ❛ ♣rú❞♦✈é s♣r❛❝♦✈❛♥✐❡✳ ❏❡ ③r❡❥♠é✱ ➸❡ ❤♦❞♥♦t② ↔❛s♦✈❡❥ ♥ár♦↔♥♦stí
♦♣❡rá❝✐í ❛❦♦ ❛❥ ❝❡❧ý❝❤ ❛❧❣♦r✐t♠♦✈ ③á✈✐s✐❛ ♦❞ ♣♦✉➸✐té❤♦ ❤❛r❞✇❛r✉ ❛ s♦❢t✈ér♦✈é❤♦ ♣r♦str❡✲
❞✐❛ ❛ ❥❡ ♥❡♠♦➸♥é ♥❛♠❡r❛♥é ú❞❛❥❡ ③♦✈➨❡♦❜❝♥✐➫✳ Pr✐ ❛♣❧✐❦á❝✐á❝❤✱ ❦❞❡ ③á❧❡➸í ♥❛ ✈ý❦♦♥❡✱ ❥❡
❞ô❧❡➸✐té ❞♦❧❛❞✐➫ ♥❛st❛✈❡♥✐❛ ❦♥✐➸♥✐❝❡ ♣r❡ ❦♦♥❦rét♥② ♣♦↔ít❛↔✳ ◆❛♣r✐❡❦ t♦♠✉ sú t✐❡t♦ ú❞❛❥❡
❝❡♥♥é ♣r❡ ú❧♦❤② ♣r❡❞✐❦❝✐❡ ❛ ♣♦r♦✈♥❛♥✐❛ s ✐♥ý♠✐ s②sté♠❛♠✐✳ ❑✈ô❧✐ ♦❜❥❡❦tí✈♥♦st✐✱ ❜♦❧✐ ✈➨❡t❦②
ú❧♦❤② ✉r↔♦✈❛♥✐❛ ↔❛s♦✈❡❥ ♥ár♦↔♥♦st✐ ♦♣❡rá❝✐í ❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦✈ ✈ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ ✈②❦♦♥❛♥é ♥❛ ❥❡❞♥♦♠
✈ý♣♦↔t♦✈♦♠ s②sté♠❡ ❛ ♣r✐ r♦✈♥❛❦ý❝❤ ♣♦❞♠✐❡♥❦❛❝❤✳ P❛r❛♠❡tr❡ t♦❤t♦ s②sté♠✉ sú ③❤r♥✉té
✈ t❛❜✉➞❦❡ ✼✳✶✳
❩ís❦❛♥é ♥❛♠❡r❛♥é ✈ýs❧❡❞❦② ↔❛s♦✈❡❥ ♥ár♦↔♥♦st✐ ③á❦❧❛❞♥ý❝❤ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í ✈ ③á✲
✈✐s❧♦st✐ ♦❞ ♣r❡s♥♦st✐ ✈ý♣♦↔t♦✈ sú ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✶✳ ❱ýr❛③♥ý s❦♦❦ ✈ rý❝❤❧♦st✐ ♥ás♦❜❡♥✐❛ ❥❡
s♣ôs♦❜❡♥ý ♥❡♦♣t✐♠á❧♥❡ ♥❛st❛✈❡♥ý♠ ♣r❛❤♦♠✱ ♣r✐ ❦t♦r♦♠ s❛ ♠❡♥✐❛ ♣♦✉➸✐té ❛❧❣♦r✐t♠②✳
Pr❡ ♣♦r♦✈♥❛♥✐❡ ✉✈❡❞✐❡♠❡ ✈ý❦♦♥ ❞❛♥é❤♦ s②sté♠✉ s ♦❤➞❛❞♦♠ ♥❛ ③á❦❧❛❞♥é ❛r✐t♠❡t✐❝❦é
♦♣❡rá❝✐❡ ♣r✐ ♣♦✉➸✐tí ♥❛tí✈♥②❝❤ ❛ ▼P❋❘ ❞át♦✈ý❝❤ t②♣♦✈ s r♦✈♥❛❦♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ❛ rô③♥②❝❤
str❛té❣✐á❝❤ ♦♣t✐♠❛❧✐③á❝✐❡✿✿
• ❆❦ sú ♦♣❡r❛♥❞② ✈ r❡❣✐str♦❝❤ ♣r♦❝❡s♦r❛✱ t❡st♦✈❛❝í ♣♦↔ít❛↔ ❞♦s❛❤✉❥❡ s ✺✸✲❜✐t♦✈♦✉ ♣r❡s✲
♥♦s➫♦✉ rý❝❤❧♦s➫ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ ✵✱✹ ❛➸ ✶ ❣✐❣❛✢♦♣ ③❛ s❡❦✉♥❞✉✳
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✭❜✮
❖❜r✳ ✼✳✶✿ ◆❛♠❡r❛♥á ❞➝➸❦❛ tr✈❛♥✐❛ ③á❦❧❛❞♥ý❝❤ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡rá❝✐í ✈ s❡❦✉♥❞á❝❤ ✭✼✳✶❛✮ ❛
✈ýr❡③ ♥❛❥↔❛st❡❥➨✐❡ ♣♦✉➸í✈❛♥❡❥ ♦❜❧❛st✐ ③ t♦❤t♦ ❣r❛❢✉ ✈ ❧✐♥❡ár♥❡❥ ♠✐❡r❦❡ ✭✼✳✶❜✮✳
✸✼
P❛r❛♠❡t❡r ❍♦❞♥♦t❛
P❈ ❙②sté♠ ❍P ❊❧✐t❡❇♦♦❦ ✽✺✹✵✇
Pr♦❝❡s♦r ■♥t❡❧ ✐✼ ✼✷✵ ◗▼ ✻✹✲❜✐t
❚❛❦t♦✈❛❝✐❛ ❢r❡❦✈❡♥❝✐❛ ✶✱✻ ▼❍③
▼❛①✳ t✉r❜♦ t❛❦t♦✈❛❝✐❛ ❢r❡❦✈❡♥❝✐❛ ✷✱✹ ▼❍③
P♦↔❡t ❥❛❞✐❡r ✹
❙♠❛rt ❈❛❝❤❡ ✻ ▼❇
❱❡➞❦♦s➫ ❘❆▼ ❉❉❘✸ ✽●❇
❚②♣ ❘❆▼ ❉❉❘✲✶✵✻✻✴✶✸✸✸
❖❙ ▲✐♥✉① ✸✳✵✳✵ ①✽✻✲✻✹
❑♥✐➸♥✐❝❛ ▼P❋❘ ✻✹✲❜✐t ✈❡r✳ ✸✳✵✳✶
❑♥✐➸♥✐❝❛ ●▼P ✻✹✲❜✐t ✈❡r✳ ✺✳✵✳✶
Pr❡❦❧❛❞❛↔ ●❈❈ ✈❡r✳ ✹✳✻✳✶
P❛r❛♠❡t❡r ♦♣t✐♠❛❧✐③á❝✐❡ ♣r❡❦❧❛❞✉ ✲❖✸
❚❛❜✉➞❦❛ ✼✳✶✿ Pr❡❤➞❛❞ ♥❛❥❞ô❧❡➸✐t❡❥➨í❝❤ ♣❛r❛♠❡tr♦✈ ♣♦✉➸✐té❤♦ ✈ý♣♦↔t♦✈é❤♦ s②sté♠✉
• Pr✐ ♣♦✉➸✐tí ❙■▼❉ ♦♣❡rá❝✐í ❥❡ t♦ ✻ ❛➸ ✶✺ ❣✐❣❛✢♦♣✳
• ❆❦ sú ♦♣❡r❛♥❞② ✈ ❘❆▼ ❛ ✈ýs❧❡❞♦❦ s❛ ✉❦❧❛❞á ③♥♦✈❛ ❞♦ ❘❆▼✱ rý❝❤❧♦s➫ ❥❡ ❧❡♥ ✶✺
♠❡❣❛✢♦♣ ③❛ s❡❦✉♥❞✉✳
• Pr✐ ♣♦✉➸✐tí ❦♥✐➸♥✐❝❡ ▼P❋❘ s r♦✈♥❛❦♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ❥❡ rý❝❤❧♦s➫ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ ✷✺ ♠❡❣❛✢♦♣
③❛ s❡❦✉♥❞✉✳
❚✐❡t♦ ú❞❛❥❡ sú ✐❜❛ ♦r✐❡♥t❛↔♥é✱ ③á✈✐s✐❛ ♦❞ ❦♦♥❦rét♥❡❥ ➨tr✉❦túr② ✈ý♣♦↔t✉✳ ●r❛❢ ③á✈✐s❧♦st✐
tr✈❛♥✐❛ ❥❡❞♥é❤♦ ❦r♦❦✉ ♦❞ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦② ♣r❡ ♥✐❡❦t♦ré ❦♦♥❦rét♥❡ ✐♥t❡❣r❛↔♥é ♠❡tó❞② ❥❡
♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✭✼✳✷✮✳ ❱ t♦♠t♦ ♣♦❦✉s❡ ❜♦❧ ✈ý♣♦↔❡t ❞❡r✐✈á❝✐í ↔❛s♦✈♦ ③❛♥❡❞❜❛t❡➞♥ý✳
✼✳✷ ▼♦❞❡❧② s②sté♠♦✈ ♣♦✉➸✐té ♥❛ t❡st♦✈❛♥✐❡
❩ ❞ô✈♦❞✉ ♥✉t♥♦st✐ ❛♥❛❧ý③② ❝❤②❜②✱ ❥❡ ❞ô❧❡➸✐té ♥❛ t❡st♦✈❛♥✐❡ ③✈♦❧✐➫ s②sté♠②✱ ❦t♦ré ♠❛❥ú ③♥á♠❡
❛♥❛❧②t✐❝❦é r✐❡➨❡♥✐❡✳ ❱ t❛❦♦♠ ♣rí♣❛❞❡ ♠ô➸❡ ♥❛♠❡r❛♥á ❝❤②❜❛ ③♦❞♣♦✈❡❞❛➫ s❦✉t♦↔♥♦st✐ ❛ ♥✐❡❥❡
♣♦tr❡❜♥é ♣♦r♦✈♥á✈❛♥✐❡ s ♥❡♣r❡s♥ý♠ r❡❢❡r❡♥↔♥ý♠ r✐❡➨❡♥í♠✳ ❱ ♥❛s❧❡❞✉❥ú❝❡❥ ↔❛st✐ sú ♦♣ís❛♥é
♠♦❞❡❧② s②sté♠♦✈✱ ❦t♦ré ❜♦❧✐ ♣♦✉➸✐té ♣r✐ t❡st♦✈❛♥í ✐♠♣❧❡♠❡♥t♦✈❛♥❡❥ ❦♥✐➸♥✐❝❡✳
◆❡t❧♠❡♥é ❦②✈❛❞❧♦✱ ❦r✉❤♦✈ý t❡st
▼♦❞❡❧ ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❤❛r♠♦♥✐❝❦é❤♦ ♦s❝✐❧át♦r❛ ♠♦➸♥♦ ♦♣ís❛➫ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á❧♥②♠✐ r♦✈♥✐❝❛♠✐ ❛ ♣♦✲
↔✐❛t♦↔♥ý♠✐ ♣♦❞♠✐❡♥❦❛♠✐✿
p′(t) = v(t)
v′(t) = −p(t)
v(0) = 1 ✭✼✳✶✮
p(0) = 0
✸✽
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❖❜r✳ ✼✳✷✿ ❘❡á❧♥② ↔❛s tr✈❛♥✐❛ ❥❡❞♥é❤♦ ❦r♦❦✉ ✈②❜r❛♥ý❝❤ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞✳
♣r✐↔♦♠ p ♦③♥❛↔✉❥❡ ♣♦❧♦❤✉ ❦②✈❛❞❧❛ ❛ v ❥❡❤♦ rý❝❤❧♦s➫✳ ❚❡♥t♦ s②sté♠ ♠á ❛♥❛❧②t✐❝❦é r✐❡➨❡♥✐❡ ✈♦
❢♦r♠❡
v(t) = cos(t)
p(t) = sin(t)
❷❛s♦✈ý ♣r✐❡❜❡❤ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ s♣♦❧✉ s♦ ③♦❜r❛③❡♥í♠ st❛✈♦✈é❤♦ ♣r✐❡st♦r✉ ♣r❡ r❡❢❡✲
r❡♥↔♥é r✐❡➨❡♥✐❡❥❡ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✸✳ ❚❛②❧♦r♦✈ r❛❞ ❛♥❛❧②t✐❝❦é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛ ♠á ✈➨❡t❦② ↔❧❡♥② ♥❡♥✉✲
❧♦✈é✱ ↔♦ ③♥❛♠❡♥á✱ ➸❡ ❥❡ ♠♦➸♥é ♥❡♦❜♠❡❞③❡♥❡ ③✈②➨♦✈❛➫ rá❞ ✐♥t❡❣r❛↔♥❡❥ ♠❡tó❞② ❛ tý♠ ③✈②➨♦✈❛➫
♣r❡s♥♦s➫ s✐♠✉❧á❝✐❡ s ♦❤➞❛❞♦♠ ♥❛ ❝❤②❜✉ ♦r❡③❛♥✐❛✳
❚❧♠❡♥é ❦②✈❛❞❧♦
▼♦❞❡❧ t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ✭♦s❝✐❧át♦r❛✮ ③ís❦❛♠❡ ③♦✈➨❡♦❜❡❝♥❡♥í♠ ♠♦❞❡❧✉ ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛✱
❦❡↕ ♣r❡❞♣♦❦❧❛❞á♠❡ ❧✐♥❡ár♥✉ ③á✈✐s❧♦s➫ ♦❞♣♦r✉ ♣r♦str❡❞✐❛ σ ♦❞ ♦❦❛♠➸✐t❡❥ rý❝❤❧♦st✐ ✭↔✐❛st♦↔♥❡
♣r❡✈③❛té ③ ❬✶✻❪✮✿
p✬✭t✮ = v(t)
v′(t) = −2σv(t)− (σ2 + ω2)p(t)
ω =
2pi
T
✭✼✳✷✮
p(0) = 1
v(0) = 0
♣r✐↔♦♠ T ❥❡ ♣❡r✐ó❞❛ ❦②✈❛❞❧❛✱ ω ✉❤❧♦✈á rý❝❤❧♦s➫ ❦②✈❛❞❧❛ ❛ σ > 1 ❥❡ ❦♦❡✜❝✐❡♥t t❧♠❡♥✐❛✳
❱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦❝❤ ❜✉❞❡♠❡ ♣♦✉➸í✈❛➫ T = 1 ❛ σ = 2✳ ❆♥❛❧②t✐❝❦é r✐❡➨❡♥✐❡ ❥❡ ✈ t✈❛r❡
p(t) = e−dt(cos(ωt) +
σ sin(ωt)
ω
)
v(t) = e−σt((σ cos(ωt)− ω sin(ωt))− σ(σ sin(ωt)
ω
+ cos(ωt))) ✭✼✳✸✮
✸✾
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✭❜✮
❖❜r✳ ✼✳✸✿ ❘❡❢❡r❡♥↔♥é r✐❡➨❡♥✐❡ ♠♦❞❡❧✉ ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛✳ ❷❛s♦✈ý ♣r✐❡❜❡❤ ❛✮ ❛ st❛✈♦✈ý
♣r✐❡st♦r ❜✮
✹✵
◆❛ r♦③❞✐❡❧ ♦❞ ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ❥❡ t❡♥t♦ s②sté♠ st❛❜✐❧♥ý✳ ❆❦ ❥❡ st❛❜✐❧♥é ❛❥ ❥❡❤♦ ♥✉✲
♠❡r✐❝❦é r✐❡➨❡♥✐❡✱ ✈t❡❞② s r❛stú❝✐♠ ↔❛s♦♠ ❦♦♥✈❡r❣✉❥❡ ❦ s♣rá✈♥❡♠✉ r✐❡➨❡♥✐✉ p = v = 0✳ ❏❡ t♦
♣rí❦❧❛❞✱ ❦❞❡ ♥❛❥✈ä↔➨✐❛ ♦❦❛♠➸✐tá ❝❤②❜❛ ♥❡♠✉sí ❜②➫ ❜❧í③❦♦ ❦♦♥❝❛ s✐♠✉❧á❝✐❡✳
❷❛s♦✈ý ♣r✐❡❜❡❤ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ s♣♦❧✉ s♦ ③♦❜r❛③❡♥í♠ st❛✈♦✈é❤♦ ♣r✐❡st♦r✉ ♣r❡ r❡✲
❢❡r❡♥↔♥é r✐❡➨❡♥✐❡ ❥❡ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✭✼✳✹✮✳
P♦❧②♥♦♠✐á❧♥② r❛st
▼♦❞❡❧ ♣♦❧②♥♦♠✐á❧♥❡❤♦ r❛st✉ ❥❡ ✈ t✈❛r❡
y′(t) = ny(t)
n−1
n ✭✼✳✹✮
y(1) = 1
❦❞❡ n ❥❡ ❦♦♥➨t❛♥t❛ ✕ ❦❧❛❞♥é ❝❡❧é ↔ís❧♦✳ ❚át♦ ❢♦r♠❛ ③á♣✐s✉ ❥❡ ❛✉t♦♥ó♠♥❛ ❛ ♠á ❥❡❞♥♦③❧♦➸❦♦✈ý
st❛✈♦✈ý ✈❡❦t♦r✳ ■♥ý ❡❦✈✐✈❛❧❡♥t♥ý s♣ôs♦❜ ③á♣✐s✉ ❥❡ ♥❛♣rí❦❧❛❞ y′(t) = nt(t)n−1✳ ❆♥❛❧②t✐❝❦é
r✐❡➨❡♥✐❡ ♣♦❧②♥♦♠✐á❧♥❡❤♦ r❛st✉ ❥❡
y(t) = tn ✭✼✳✺✮
Pr❡ n = 2 ❥❡ ❣r❛❢♦♠ ♣❛r❛❜♦❧❛✱ ♣r❡ n = 3 ❦✉❜✐❦❛✳ ❘✐❡➨❡♥✐❡ ❥❡ ♣♦❧②♥ó♠✱ ♣r❡t♦ ❥❡❤♦ ❚❛②❧♦r♦✈
r❛❞ ♠á ❦♦♥❡↔♥ý ♣♦↔❡t ↔❧❡♥♦✈ ③á✈✐s❧ý ♦❞ n✳
Pr✐ s✐♠✉❧á❝✐✐ ❥❡ ❞ô❧❡➸✐té ③✈♦❧✐➫ ♣♦↔✐❛t♦↔♥é ♣♦❞♠✐❡♥❦② ♠✐♠♦ ❜♦❞✉ t = 0✱ y(0) = 0✱ ♣r❡t♦➸❡
✈t❡❞② ❥❡ s②sté♠ ✈♦ ✈r❛t❦❡❥ r♦✈♥♦✈á❤❡ ❛ ❛♥❛❧②t✐❝❦é ❛❥ s✐♠✉❧❛↔♥é r✐❡➨❡♥✐❡ ❥❡ y(t) = 0✳ ❷❛s♦✈ý
♣r✐❡❜❡❤ st❛✈♦✈❡❥ ♣r❡♠❡♥♥❡❥ r❡❢❡r❡♥↔♥é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛ ♣r❡ rô③♥❡ n ❥❡ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✺✳
✼✳✸ ❷❛s♦✈ý ♣r✐❡❜❡❤ ❝❤②❜②
●r❛❢ ③ís❦❛♥ý s✐♠✉❧á❝✐♦✉ s ✈❤♦❞♥ý♠✐ ♣❛r❛♠❡tr❛♠✐ ❜ý✈❛ ✈♦➞♥ý♠ ♦❦♦♠ ♥❡r♦③♦③♥❛t❡➞♥ý ♦❞
❣r❛❢✉ ③ís❦❛♥é❤♦ ❛♥❛❧②t✐❝❦ý♠ r✐❡➨❡♥í♠✳ ❆❦ ❝❤❝❡♠❡ ✈✐❞✐❡➫ ♣r✐❡❜❡❤ ❝❤②❜②✱ ♠✉sí♠❡ ③♦❜r❛③✐➫
♣r✐❛♠♦ r♦③❞✐❡❧ ♠❡❞③✐ ❛♥❛❧②t✐❝❦ý♠ ❛ s✐♠✉❧❛↔♥ý♠ r✐❡➨❡♥í♠✳
◆❡t❧♠❡♥é ❦②✈❛❞❧♦
Pr❡ ❞❡♠♦♥➨trá❝✐✉ s✐ ③✈♦❧í♠❡ ♠❡tó❞✉ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ tr❡t✐❡❤♦ rá❞✉ ✭❘❑✸✮✳ Pr✐ t❡❥t♦ ♠❡tó❞❡ ❛
✷✹✲❜✐t♦✈❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ s❛ ✈➨❡t❦② ➸❡❧❛♥é ❡❢❡❦t② ♣r❡❥❛✈✐❛ ✈ ♣♦❤♦❞❧♥♦♠ ✐♥t❡r✈❛❧❡ ❦r♦❦♦✈✳ Pr❡t♦➸❡
s❛ ❦ t❡❥t♦ ú❧♦❤❡ ❜✉❞❡♠❡ ✈✐❛❝❦rát ✈r❛❝❛➫✱ ♥❛③✈②♠❡ ❥✉ Pr♦❜❧é♠ ↔ís❧♦ ✶ s ♣❛r❛♠❡tr❛♠✐✿
• ♠♦❞❡❧ ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ♣♦❞➞❛ r♦✈♥✐❝❡ ✭✼✳✶✮✱
• ♠♦❞❡❧♦✈ý ↔❛s ✵ ✲ ✷✵✱
• ♠❡tó❞❛ ❘❑✸✱
• ♠❛♥t✐s❛ ✷✹ ❜✐t♦✈✳
❸❛❧❡❥ s✐ ③✈♦❧í♠❡ ❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉ h = 10−1✳ Pr✐ t♦♠t♦ ❦r♦❦✉ ❥❡ ❤❧❛✈♥ý♠ ③❞r♦❥♦♠ ❝❤②❜② ♦r❡③❛♥✐❡
✭♣♦✉➸✐❧✐ s♠❡ ♠❡tó❞✉ tr❡t✐❡❤♦ rá❞✉✮✳ ❩❛♥❡❞❜❛♥á ➨t✈rtá ❞❡r✐✈á❝✐❛ ♠á t✈❛r
p(4)(t) = cos(t)
v(4)(t) = sin(t)
✹✶





     
	















	








	



✭❛✮





    
	


✭❜✮
❖❜r✳ ✼✳✹✿ ❘❡❢❡r❡♥↔♥é r✐❡➨❡♥✐❡ ♠♦❞❡❧✉ t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛✳ ❷❛s♦✈ý ♣r✐❡❜❡❤ ❛✮ ❛ st❛✈♦✈ý ♣r✐❡st♦r
❜✮
✹✷
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
❖❜r✳ ✼✳✺✿ P♦❧②♥♦♠✐á❧♥② r❛st
❘♦③❞✐❡❧ ♠❡❞③✐ ❛♥❛❧②t✐❝❦ý♠ ❛ s✐♠✉❧❛↔♥ý♠ r✐❡➨❡♥í♠ ❥❡ ú♠❡r♥ý ③❛♥❡❞❜❛♥é♠✉ ♥❛❥✈②➨➨✐❡♠✉
↔❧❡♥✉ ❚❛②❧♦r♦✈❤♦ r❛❞✉✳ ❚✐❡➸ ❥❡ ú♠❡r♥ý ❞➝➸❦❡ s✐♠✉❧á❝✐❡✱ ♣r❡t♦➸❡ ❝❤②❜❛ s❛ ❛❦✉♠✉❧✉❥❡✳
dp(t) ≈ t cos(t)
dv(t) ≈ t sin(t)
●r❛❢ ↔❛s♦✈é❤♦ ♣r✐❡❜❡❤✉ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ ❥❡ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✭✼✳✻✮✳
❆❜② s♠❡ ♦③r❡❥♠✐❧✐ ✈③➫❛❤ ♠❡❞③✐ ♦❦❛♠➸✐tý♠ r♦③❞✐❡❧♦♠ s✐♠✉❧❛↔♥é❤♦ ❛ ❛♥❛❧②t✐❝❦é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛
d ❛ r❡❧❛tí✈♥♦✉ ❝❤②❜♦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡ E✱ ③♦❜r❛③í♠❡ t❡♥t♦ ❣r❛❢ ❡➨t❡ r❛③✱ ❛❥ s ✈②③♥❛↔❡♥♦✉ r❡❧❛tí✈♥♦✉
❝❤②❜♦✉ ✕ ♦❜rá③♦❦ ✼✳✼✳ Pr❡t♦➸❡ ♠❛①✐♠á❧♥❛ ❤♦❞♥♦t❛ r❡❢❡r❡♥↔♥é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛ ❥❡ ✶ ❛ ♥❛st❛♥❡
❤♥❡↕ ♥❛ ③❛↔✐❛t❦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡ ✈ ↔❛s❡ ✵✱ ❛❜s♦❧út♥❛ ❛ r❡❧❛tí✈♥❛ ❝❤②❜❛ sú ♣r❡ t❡♥t♦ s②sté♠ ✈➸❞②
r♦✈♥❛❦é✳ ❈❤②❜❛ ❥❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧út♥❡❥ ❤♦❞♥♦t② ♦❞❝❤ý❧❦②✱ ♣r❡t♦ ♥❛r❛st✐❡ ✈➸❞②✱ ❦❡↕ ♦❦❛♠➸✐tá
♦❞❝❤ý❧❦❛ ❞♦s✐❛❤♥❡ ♥♦✈ý ❡①tré♠ ✭❦❧❛❞♥ý ❛❧❡❜♦ ③á♣♦r♥ý✮✳
❆❜② s♠❡ ③♦❜r❛③✐❧✐ ♣r✐❡❜❡❤ ♦❦❛♠➸✐t❡❥ ❝❤②❜② ♣r✐ ✐♥ý❝❤ ❞➝➸❦❛❝❤ ❦r♦❦✉✱ ❦❞❡ s❛ ♣r❡❥❛✈✉❥ú ✐♥é
❡❢❡❦t②✱ ♠✉sí♠❡ t✐❡t♦ ❞➝➸❦② ❦r♦❦✉ ♥❛❥♣r✈ ✐❞❡♥t✐✜❦♦✈❛➫✳ ❩✐stí♠❡ ③á✈✐s❧♦s➫ r❡❧❛tí✈♥❡❥ ❝❤②❜② E
♦❞ ❦r♦❦✉ h ✭♦❜rá③♦❦ ✼✳✽ ❧♦❣✲❧♦❣ ③♦❜r❛③❡♥✐❡✮✳
◆❛ ❣r❛❢❡ ♠ô➸❡♠❡ r♦③♦③♥❛➫ ♥✐❡❦♦➞❦♦ ús❡❦♦✈ ③♦❞♣♦✈❡❞❛❥ú❝✐❝❤ ❡❢❡❦t♦♠ ♥❡st❛❜✐❧✐t②✱ ♦r❡③❛✲
♥✐❛ ❛ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛✳ Pr✐ ❞➝➸❦❡ ❦r♦❦✉ ✈ä↔➨❡❥ ❛❦♦ 2 s❛ ♥❛❥✈✐❛❝ ♣r❡❥❛✈✉❥❡ ♥❡st❛❜✐❧✐t❛ ✭✈✐❛❝
♦ ♥❡st❛❜✐❧✐t❡ ✈ ♣♦❞❦❛♣✐t♦❧❡ ✼✳✸✮✳ ❑❡↕ s❛ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ ❡➨t❡ ✈✐❛❝ ♣r❡❞❧➸✉❥❡✱ ③❛↔♥❡ s❛ ❜❧í➸✐➫ ❞➝➸❦❡
s✐♠✉❧á❝✐❡ ❛ ♥❛♠❡r❛♥á ❝❤②❜❛ strá❝❛ ✈ý♣♦✈❡❞♥ú ❤♦❞♥♦t✉✳ Pr✐ ❦r♦❦♦❝❤ ❞➝➸❦② 2 ❛➸ 10−2 ❥❡
❤❧❛✈♥ý♠ ③❞r♦❥♦♠ ❝❤②❜② ♦r❡③❛♥✐❡✳ ❙❦❧♦♥ t❡❥t♦ ↔❛st✐ ❦r✐✈❦② ❥❡ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ r♦✈♥ý rá❞✉ ♣♦✉➸✐t❡❥
♠❡tó❞②✳ Pr✐ ❞➝➸❦❡ ❦r♦❦✉ 10−2 s❛ ♣r❡❥❛✈✉❥❡ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ r♦✈♥❛❦ý♠ ❞✐❡❧♦♠ ♦r❡③❛♥✐❡ ❛❥ ③❛♦❦rú❤➞♦✲
✈❛♥✐❡✱ ♣r❡t♦ ❥❡ ❝❡❧❦♦✈á ❝❤②❜❛ ♥❛❥♠❡♥➨✐❛✳ ❸❛❧➨í♠ s❦r❛❝♦✈❛♥í♠ ❦r♦❦✉ s❛ ✈♣❧②✈ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛
st✉♣➡✉❥❡✱ ♣r❡s❛❤✉❥❡ ✈♣❧②✈ ♦r❡③❛♥✐❛✱ ❝❡❧❦♦✈á ❝❤②❜❛ s❛ ③✈ä↔➨✉❥❡✳ Pr✐❡❜❡❤② ❝❤②❜② ♣r❡ ♥✐❡❦t♦ré
✈ý③♥❛♠♥é ❜♦❞② ③ t♦❤t♦ ❣r❛❢✉ sú ♥❛ ♦❜rá③❦♦❝❤ ✼✳✾ ❛➸ ✼✳✶✷✳
❙❦rát❡♥í♠ ❦r♦❦✉ ③ 10−3 ♥❛ 10−5 s❛ ♣r✐❡❜❡❤ ❝❤②❜② ✈ýr❛③♥❡ ③♠❡♥✐❧✳ Pr✐❡❜❡❤ ❝❤②❜② str❛t✐❧
s✈♦❥ ❝❤❛r❛❦t❡r ❛ ♥❛❞♦❜✉❞♦❧ ✈✐❞✐t❡➞♥é ♣r❛✈✐❞❡❧♥♦st✐✳ ❈❤②❜❛ ♦r❡③❛♥í♠ ✉➸ ♥❡♣r✐♣♦♠í♥❛ ➨t✈rtú
❞❡r✐✈á❝✐✉✳ ❖♣r♦t✐ ♣r✐❡❜❡❤♦♠ s ❞❧❤➨í♠✐ ❦r♦❦♠✐ ❥❡ ❣r❛❢ ❢á③♦✈♦ ♣♦s✉♥✉tý✳ ❩❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❡ ❥❡
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❖❜r✳ ✼✳✼✿ Pr♦❜❧é♠ ↔✳ ✶✱ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ 10−1✱ ✈③➫❛❤ ♠❡❞③✐ ♦❦❛♠➸✐t♦✉ ♦❞❝❤ý❧❦♦✉ d ❛ ♠❛①✐♠á❧♥♦✉
r❡❧❛tí✈♥♦✉ ❝❤②❜♦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡ E✳
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❖❜r✳ ✼✳✾✿ Pr✐❡❜❡❤ ♦❦❛♠➸✐t❡❥ ❝❤②❜② d ♣r❡ ♣r♦❜❧é♠ ↔✳ ✶✱ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ 10−2✳
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❖❜r✳ ✼✳✶✵✿ Pr✐❡❜❡❤ ♦❦❛♠➸✐t❡❥ ❝❤②❜② d ♣r❡ ♣r♦❜❧é♠ ↔✳ ✶✱ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ 10−3✳
t❛❦é s✐❧♥é✱ ➸❡ ♥✐❡❦t♦ré ↔❛st✐ ✈③♦r❝❛ ✐♥t❡❣r❛↔♥❡❥ ♠❡tó❞② ✈ô❜❡❝ ♥❡♦✈♣❧②✈➡✉❥ú ✈ýs❧❡❞♦❦✱ ♣r❡t♦
s❛ ③♥í➸✐❧ rá❞ ♠❡tó❞②✳ ❈❡❧❦♦✈á ❝❤②❜❛ ♣r✉❞❦♦ stú♣❧❛✳ Pr✐❜❧í➸✐❧✐ s♠❡ s❛ ❦ ❤r❛♥✐❝✐ r♦③❧✐➨♦✈❛❝❡❥
s❝❤♦♣♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳
❚❧♠❡♥é ❦②✈❛❞❧♦
❙✐♠✉❧á❝✐✉ t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ♦③♥❛↔í♠❡ ❛❦♦ Pr♦❜❧é♠ ↔ís❧♦ ✷ s ♣❛r❛♠❡tr❛♠✐✿
• ♠♦❞❡❧ t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ♣♦❞➞❛ r♦✈♥✐❝❡ ✭✼✳✷✮✱
• T = 1✱
• σ = 2✱
• ♠♦❞❡❧♦✈ý ↔❛s ✵ ✲ ✺✱
• ♠❛♥t✐s❛ ✷✹ ❜✐t♦✈✱
• ♠❡tó❞❛ ❘❑✸✳
❷❛s♦✈ý ♣r✐❡❜❡❤ ♦❦❛♠➸✐t❡❥ ❝❤②❜② d ♠❡❞③✐ ❛♥❛❧②t✐❝❦ý♠ ❛ s✐♠✉❧❛↔♥ý♠ r✐❡➨❡♥í♠ ❥❡ ♥❛ ♦❜rá③❦✉
✼✳✶✸✳ Pr❡ ❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉ 10−1❥❡ r✐❡➨❡♥✐❡ st❛❜✐❧♥é✳ ❈❤②❜❛ ♥❛❥♣r✈ s r❛stú❝✐♠ ↔❛s♦♠ r❛st✐❡✱ ❛❧❡ ♦❞
♦❦❛♠✐❤✉✱ ❦❡❞② ③❛↔♥❡ t❧♠❡♥✐❡ s②sté♠✉ ♣r❡✈❛➸♦✈❛➫ ♥❛❞ ❛❦✉♠✉❧♦✈❛♥♦✉ ❝❤②❜♦✉ ③❛↔♥❡ ❝❤②❜❛
❦❧❡s❛➫✳ ❙✐♠✉❧❛↔♥é r✐❡➨❡♥✐❡ s❛ ↔❛s♦♠ ③❛↔♥❡ ♣r✐❜❧✐➸♦✈❛➫ ❛♥❛❧②t✐❝❦é♠✉✳ Pr❡ ❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉ 4 10−1
❥❡ r✐❡➨❡♥✐❡ ♥❡st❛❜✐❧♥é✳ ❈❤②❜❛ s❛ ③✈ä↔➨✉❥❡ ❞♦ ♥❡❦♦♥❡↔♥❛✳
P❛r❛❜♦❧❛
❙✐♠✉❧á❝✐✉ t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ♦③♥❛↔í♠❡ ❛❦♦ Pr♦❜❧é♠ ↔ís❧♦ ✸ s ♣❛r❛♠❡tr❛♠✐✿
• ♠♦❞❡❧ ♣♦❧②♥♦♠✐á❧♥❡❤♦ r❛st✉ ♣♦❞➞❛ r♦✈♥✐❝❡ ✭✼✳✹✮✱
• n = 2✱
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❖❜r✳ ✼✳✶✷✿ Pr✐❡❜❡❤ ♦❦❛♠➸✐t❡❥ ❝❤②❜② d ♣r❡ ♣r♦❜❧é♠ ↔✳ ✶✱ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ 10−5✳ ❱ýr❡③ ③ t♦❤♦
✐sté❤♦ ❣r❛❢✉ ✭✼✳✶✷❜✮✳
✹✽






	
	
	
	
	
	 	 	 	
 	 	




✭❛✮










        	 	 







✭❜✮
❖❜r✳ ✼✳✶✸✿ Pr♦❜❧é♠ ↔✳ ✷✱ r♦③❞✐❡❧ ♠❡❞③✐ ❛♥❛❧②t✐❝❦ý♠ ❛ s✐♠✉❧❛↔♥ý♠ r✐❡➨❡♥í♠ ♣r❡ ❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉
10−1 ✭✼✳✶✸❛✮ ❛ 4  10−1 ✭✼✳✶✸❜✮✳
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❖❜r✳ ✼✳✶✹✿ Pr♦❜❧é♠ ↔ís❧♦ ✸✱ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ 10−1✱ r♦③❞✐❡❧ ♠❡❞③✐ ❛♥❛❧②t✐❝❦ý♠ ❛ s✐♠✉❧❛↔♥ý♠
r✐❡➨❡♥í♠✳
• ♠♦❞❡❧♦✈ý ↔❛s ✵ ✲ ✺✱
• ♠❛♥t✐s❛ ✷✹ ❜✐t♦✈✱
• ♠❡tó❞❛ ❘❑✸✳
P❛r❛❜♦❧❛ y = t2 ❥❡ ♠♦♥♦tó♥♥❛ ❢✉♥❦❝✐❛✱ ❛❥ ♦❦❛♠➸✐tá ❝❤②❜❛ ✭❤❧❛✈♥ý ③❞r♦❥ ❥❡ ❝❤②❜❛ ♦r❡③❛♥í♠✮
s❛ ♥❛ r♦③❞✐❡❧ ♦❞ ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ♠❡♥í ♠♦♥♦tó♥♥❡ ✭♦❜rá③♦❦ ✼✳✶✹✮✳ Pr✐ s❦rát❡♥í ❦r♦❦✉ ♥❛
10−2 ♣r✐❡❜❡❤ ♦❦❛♠➸✐t❡❥ ❝❤②❜② ♣r❡st❛♥❡ ❜②➫ ♠♦♥♦tó♥♥②✱ ③❛↔♥❡ s❛ ♣r❡❥❛✈♦✈❛➫ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❡
✭♦❜rá③♦❦ ✼✳✶✺✮✳
✼✳✹ ❱♣❧②✈ ♠❡tó❞②✱ rá❞✉ ❛ ❦r♦❦✉ ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫
●r❛❢ ③á✈✐s❧♦st✐ r❡❧❛tí✈♥❡❥ ❝❤②❜② s✐♠✉❧á❝✐❡ E ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ♦❞ ❦r♦❦✉ h ③ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✽
t❡r❛③ r♦③➨ír✐♠❡ ♦ rô③♥❡ ♠❡tó❞②✳ Pr❡ ♦r✐❡♥tá❝✐✉ ❜✉❞❡ ✈ ❦❛➸❞♦♠ ❣r❛❢❡ ③♥á③♦r♥❡♥á ❤❧❛❞✐♥❛
♦③♥❛↔✉❥ú❝❛ ❡♣s✐❧♦♥ ♣rá✈❡ ♣♦✉➸✐t❡❥ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳ ❩♦ ✈③❞✐❛❧❡♥♦st✐ r❡❧❛tí✈♥❡❥ ❝❤②❜② ♦❞ ❡♣s✐❧♦♥✉
♥❛ ❧♦❣✲❧♦❣ ❣r❛❢❡ s❛ ❞á ♣r✐❜❧✐➸♥❡ ✉r↔✐➫✱ ❦♦➞❦♦ ♥❛❥♥✐➸➨í❝❤ ❜✐t♦✈ r✐❡➨❡♥✐❛ ❥❡ ♥❡s♣rá✈♥②❝❤✳
Pr♦❜❧é♠ ↔ís❧♦ ✹ ✭❥❡ t♦ ♣r♦❜❧é♠ ↔ ✶✱ ❛❧❡ s ♣♦✉➸✐tí♠ ✐♥ý❝❤ ✐♥t❡❣r❛↔♥ý❝❤ ♠❡tó❞✮✿
• ♠♦❞❡❧ ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ♣♦❞➞❛ r♦✈♥✐❝❡ ✭✼✳✶✮✱
• ♠♦❞❡❧♦✈ý ↔❛s ✵ ✲ ✷✵✱
• ♠❛♥t✐s❛ ✷✹ ❜✐t♦✈✳
▼❡tó❞② ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛
Pr❡ ♠❡tó❞② ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ rá❞✉ ✶ ❛➸ ✼ ❞♦st❛♥❡♠❡ ❣r❛❢② ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✶✻✳ ❑❛➸❞á ❦r✐✈❦❛ ✈♦
s✈♦❥♦♠ ♦♣t✐♠á❧♥♦♠ ❜♦❞❡ ✭❜♦❞ ♠✐♥✐♠á❧♥❡❥ ❝❤②❜②✮ ❞♦s❛❤✉❥❡ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ t❛❦ú r❡❧❛tí✈♥✉ ❝❤②❜✉✱
❛❦♦ ✈➨❡t❦② ♠❡tó❞② ✈②➨➨✐❡❤♦ rá❞✉ ♣r✐ r♦✈♥❛❦❡❥ ❞➝➸❦❡ ❦r♦❦✉✳ ❖❜❧❛s➫✱ ✈ ❦t♦r❡❥ ❞♦♠✐♥✉❥❡ ❝❤②❜❛
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❖❜r✳ ✼✳✶✺✿ Pr♦❜❧é♠ ↔ís❧♦ ✸✱ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ 10−2✱ r♦③❞✐❡❧ ♠❡❞③✐ ❛♥❛❧②t✐❝❦ý♠ ❛ s✐♠✉❧❛↔♥ý♠
r✐❡➨❡♥í♠✳
③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛ ♥❡♠á ♠♦♥♦tó♥♥② ♣r✐❡❜❡❤✱ ♣r❡❥❛✈✉❥❡ s❛ t❛♠ ♥á❤♦❞♥ý ❝❤❛r❛❦t❡r ③❛♦❦rú❤➞♦✲
✈❛♥✐❛ ❛✈➨❛❦ tr❡♥❞ ❝❤②❜② ❥❡ ♠♦♥♦tó♥♥②✳ ❩❛ ♣♦✈➨✐♠♥✉t✐❡ st♦❥í✱ ➸❡ ❦r✐✈❦② ❜❧í③❦♦ ♦♣t✐♠á❧♥②❝❤
❜♦❞♦✈ sú ③❛➨✉♠❡♥é✱ ❛❧❡ ↕❛❧❡❥ s♠❡r♦♠ ❦ ✈❡➞♠✐ ❦rát❦②♠ ❦r♦❦♦♠ ♠❛❥ú ✈➨❡t❦② ❦r✐✈❦② t❛❦♠❡r
♣r❡s♥❡ r♦✈♥❛❦ý✱ ❛❥ ❦❡↕ ③❛➨✉♠❡♥ý tr❡♥❞ ♣r✐❡❜❡❤✉✳ ❏❡ t♦ s♣ôs♦❜❡♥é tý♠✱ ➸❡ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❡
♣♦st✉♣♥❡ r❡❞✉❦✉❥❡ ✈♣❧②✈ ❦♦♥➨tá♥t✱ ❦t♦rý♠✐ s❛ ❥❡❞♥♦t❧✐✈é ♠❡tó❞② ♦❞❧✐➨✉❥ú✳ ■❝❤ ✈♣❧②✈ ✈②♥ás♦✲
❜❡♥ý ❞➝➸❦♦✉ ❦r♦❦✉ ❛ ♣r✐♣♦↔ít❛♥ý ❦ ♦❦❛➸✐t❡❥ ❤♦❞♥♦t❡ st❛✈♦✈ý❝❤ ♣r❡♠❡♥♥ý❝❤ ❥❡ ♣♦ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í
♥✉❧♦✈ý ❛ ❦❛➸❞á ♠❡tó❞❛ s t❛❦t♦ ❦rát❦②♠ ❦r♦❦♦♠ ✈②♣♦↔ít❛ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ t♦ ✐sté ✭✈ ❡①tré♠♥♦♠
♣rí♣❛❞❡ ♥✐❡ ♣r✐❜❧✐➸♥❡✱ ❛❧❡ ♣r❡s♥❡ t♦ ✐sté✮✳
▼❡tó❞② ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤
❆❦ ♥❛♠✐❡st♦ ♠❡tó❞ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♣♦✉➸✐❥❡♠❡ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✱ ❞♦st❛♥❡♠❡ ❣r❛❢② ♥❛ ♦❜rá③❦✉
✼✳✶✼✳ Pr✐❡❜❡❤② ❝❤②❜② s✉ ♣♦❞♦❜♥é ❛❦♦ ✈ ♣rí♣❛❞❡ ♠❡tó❞ ❘❑✳ ❘♦③❞✐❡❧ ❥❡✱ ➸❡ s♦ stú♣❛❥ú❝✐♠
rá❞♦♠ s❛ ♦❜❧❛s➫ st❛❜✐❧✐t② ③♠❡♥➨✉❥❡✱ ♣r❡t♦ sú ♠❡tó❞② ✈②➨➨✐❡❤♦ rá❞✉ ♣r❡s♥❡❥➨✐❡ ❛❦♦ ♥✐➸➨✐❡ rá❞②
✐❜❛ ♣r✐ ♠❛❧ý❝❤ ❞➝➸❦❛❝❤ ❦r♦❦✉✱ ♣r✐ ❞❧❤➨í❝❤ ❦r♦❦♦❝❤ t♦ ♥❡♠✉sí ♣❧❛t✐➫✳
❙tr♠♦ ❦❧❡s❛❥ú❝❡ ❦r✐✈❦② ✈ ♦❜❧❛st✐ ❦r♦❦♦✈ ✶ ❛➸ ✶✵ sú ♥❡✈ý③♥❛♠♥é ❛rt❡❢❛❦t②✳ ❱③♥✐❦❧✐✱ ♣r❡✲
t♦➸❡ ✈✐❛❝❦r♦❦♦✈á ♠❡tó❞❛ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ❜♦❧❛ ♥❛➨t❛rt♦✈❛♥á ❛♥❛❧②t✐❝❦ý♠ r✐❡➨❡♥í♠✳ ❑❡↕ s❛
❞➝➸❦❛ t♦❤t♦ ➨t❛rt♦✈❛❝✐❡❤♦ ús❡❦✉ ♣r✐❜❧✐➸✉❥❡ ❞➝➸❦❡ ❝❡❧❡❥ s✐♠✉❧á❝✐❡✱ ❛❥ ♣r❡s♥♦s➫ s❛ ❜❧í➸✐ ♣r❡s♥♦st✐
❛♥❛❧②t✐❝❦é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛✳
Pr✐❞♥í♠ ♠❡tó❞ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ✈②➨➨í❝❤ rá❞♦✈ ❞♦st❛♥❡♠❡ ❣r❛❢ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✶✽✳ ❖❜✲
s❛❤✉❥❡ ✈ s❡❜❡ ❝❡❧ý ❣r❛❢ ✭❖❜r✳✼✳✶✼✮✱ ♣r❡t♦ s❛ ♦s♦❜✐t♥ý ❣r❛❢ ✭❖❜r✳✼✳✶✼✮ ♠ô➸❡ ③❞❛➫ ③❜②t♦↔♥ý✱
❛❧❡ ❜♦❧ ✈❧♦➸❡♥ý ♣r❡ ♣r❡❤➞❛❞♥♦s➫ ❛ ❛♥❛❧ó❣✐✉ s ❣r❛❢♦♠ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✶✻✳ ❑r✐➸✉❥ú❝❡ s❛ ↔✐❛r②
✈ ❣r❛❢♦❝❤ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✶✽ ♣ôs♦❜✐❛ ♥❡♣r❡❤➞❛❞♥❡✳ ◆❛ t♦♠t♦ ❣r❛❢❡ s❛ ✈➨❛❦ ✉❦á③❛❧ ♥♦✈ý ❥❛✈✳
▼❡tó❞② ✈❡➞♠✐ ✈②s♦❦ý❝❤ rá❞♦✈ ❞♦s❛❤✉❥ú ú♣❧♥❡ ✐♥ú ❝❤②❜✉ ♥❡③á✈✐s❧ú ♦❞ ❦r♦❦✉✳ Pr✐❡❜❡❤ ❝❤②❜②
✈ ↔❛s❡ ♣r❡ ❥❡❞❡♥ ❜♦❞ ③ t❡❥t♦ ♦❜❧❛st✐ ✭✶✵✳ rá❞✱ ❦r♦❦ 10−3✱ ✷✹ ❜✐t♦✈ ♣r❡s♥♦s➫ ❛r✐t♠❡t✐❦②✮ ❥❡
♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✷✵✳ ▼ô➸❡♠❡ s❛ ♣r❡s✈❡❞↔✐➫✱ ➸❡ t♦ t✐❡➸ sú✈✐sí s♦ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥í♠✱ ❦❡↕ s♣♦↔ít❛♠❡
r♦✈♥❛❦ý ❣r❛❢ s ♣♦✉➸✐tí♠ ✈②➨➨❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦②✱ ♥❛♣rí❦❧❛❞ ✾✻ ❜✐t♦✈ ✭♦❜rá③♦❦ ✼✳✶✾✮✳ ❱✐❛❝
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❖❜r✳ ✼✳✶✾✿ ❩á✈✐s❧♦s➫ ♠❛①✐♠á❧♥❡❥ ❝❤②❜② ♦❞ ❦r♦❦✉ ♠❡tó❞ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ s ♣♦✉➸✐tí♠ ✈✐❛❝✲
♥ás♦❜♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ✾✻ ❜✐t♦✈✳
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❖❜r✳ ✼✳✷✵✿ Pr✐❡❜❡❤ ❝❤②❜② ✈ ↔❛s❡ ♠❡tó❞② ❆❇✶✵✱ ♣r♦❜❧é♠ ↔✳✹✱ ❦r♦❦ 10−3 ✭✼✳✷✵❛✮❛ ✈ýr❡③ ③ t♦❤t♦
❣r❛❢✉ ✭✼✳✷✵❜✮✳
✺✹



	











 
 
 
 







	








❖❜r✳ ✼✳✷✶✿ ❩á✈✐s❧♦s➫ ❝❤②❜② ♦❞ ❦r♦❦✉ ♣r✐ ♣r❡s♥ý❝❤ ✈ý♣♦↔t♦❝❤✱ ❛❧❡ ③❛♦❦rú❤❧❡♥ý❝❤ ❦♦♥➨t❛♥tá❝❤✳
❱②s✈❡t❧❡♥✐❡ t❡❥t♦ ♥❡③á✈✐s❧♦st✐ ❝❤②❜② ♥❛ ❦r♦❦✉ ❥❡ ✈ ♣r❡s♥♦st✐ ❦♦♥➨tá♥t✳ Pr❡s✈❡❞↔í♠❡ s❛
♦ t♦♠✱ ❦❡↕ ✈ s✐♠✉❧á❝✐✐ ♣♦✉➸✐❥❡♠❡ ✈②s♦❦ú ♣r❡s♥♦s➫ ❛r✐t♠❡t✐❦② ✭♥❛♣r✳ ✾✻ ❜✐t♦✈✮✱ ❛❧❡ ❡➨t❡ ♣r❡❞
③❛↔✐❛t❦♦♠ s✐♠✉❧á❝✐❡ ③❛♦❦rú❤❧✐♠❡ ✈➨❡t❦② ❦♦♥➨t❛♥t② ♥❛ ♥✐➸➨✐✉ ♣r❡s♥♦s➫✱ ❛❦á ❜♦❧❛ ♣♦✉➸✐tá
✈ ♣ô✈♦❞♥♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✼✳✶✽ ✭✷✹ ❜✐t♦✈✮✳ ❉♦st❛♥❡♠❡ ❣r❛❢ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✷✶✳ ❏❡ ✈❡➞♠✐ ♣♦✲
❞♦❜♥ý ❣r❛❢✉ ✭✼✳✶✽✮✳ ❱②♣❧ý✈❛ ③ t♦❤♦ ③á✈❡r✱ ➸❡ ♥✐❡ ❥❡ ❞♦❜ré ♣♦✉➸í✈❛➫ ♠❡tó❞② ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤
✈②s♦❦ý❝❤ rá❞♦✈ ❜❡③ ♣r❡❞❝❤á❞③❛❥ú❝❡❥ ❛♥❛❧ý③②✳ ❖❦r❡♠ r✐③✐❦❛ ♥❡st❛❜✐❧✐t② ❥❡ ❛❥ r✐③✐❦♦ ✈❡➞❦ý❝❤
③❛♦❦rú❤➞♦✈❛❝í❝❤ ❝❤ý❜✱ ❦t♦rý♠ s❛ ✈②❤♥❡♠❡ ♠❡tó❞❛♠✐ ♥✐➸➨✐❡❤♦ rá❞✉✳ P♦✉➸✐t✐❡ ♠❡tó❞ ❆❞❛♠s✲
❇❛s❤❢♦rt❤ ✈②s♦❦ý❝❤ rá❞♦✈ ❥❡ ✈ý❤♦❞♥é ✈ ♣rí♣❛❞❡✱ ➸❡ ✈②➸❛❞✉❥❡♠❡ ✈❡➞♠✐ ♣r❡s♥é r✐❡➨❡♥✐❡✱ ♠á♠❡
❦ ❞✐s♣♦③í❝✐✐ ✈❡➞♠✐ ♣r❡s♥ú ❛r✐t♠❡t✐❦✉ ❛ t♦❧❡r✉❥❡♠❡ ❦rát❦❡ ❦r♦❦② s✐♠✉❧á❝✐❡✳
❱♣❧②✈ rá❞✉ ♠❡tó❞②
❱♣❧②✈ rá❞✉ ♠❡tó❞② ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫ s✐♠✉❧á❝✐❡ ✉➸ ❜♦❧ ♦❜s✐❛❤♥✉tý ✈ ♣r❡❞❝❤á❞③❛❥ú❝❡❥ ↔❛st✐ ♦ ✈♣❧②✈❡
❦r♦❦✉ ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫✳ ◆❛ s♣r❡❤➞❛❞♥❡♥✐❡ ③♦❜r❛③í♠❡ r♦✈♥❛❦é ú❞❛❥❡ ❞♦ ❣r❛❢✉ ✐♥ý♠ s♣ôs♦❜♦♠
✭♦❜rá③♦❦ ✼✳✷✷❛✮✳ ■❞❡ ♦ ♥❡t❧♠❡♥é ❦②✈❛❞❧♦✱ ♣r❡ ❦♦♥➨t❛♥t♥ý ❦r♦❦ 10−2 ❛ 10−3✱ ❞➝➸❦❛ s✐♠✉❧á❝✐❡
✷✵✱ ❞✈♦❥♥ás♦❜♥á ♣r❡s♥♦s➫ ✭✺✸ ❜✐t♦✈✮✳ ❆❦♦ ❥❡ ✈②❞✐❡➫ ③ ❣r❛❢✉✱ s♦ ③✈②➨✉❥ú❝✐♠ rá❞♦♠ ♠❡tó❞②
❞♦❝❤á❞③❛ ❦ ❧✐♥❡ár♥❡♠✉ ♣♦❦❧❡s✉ r❡❧❛tí✈♥❡❥ ❝❤②❜② ✭♥❛ ❧♦❣✲❧♦❣ ➨❦á❧❡✮ ❛➸ ♣♦ ❞♦s✐❛❤♥✉t✐❡ ♦❜❧❛st✐
s❛t✉rá❝✐❡✱ ❦t♦rá ❥❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐❝❦á ❞♦♠✐♥❛♥❝✐♦✉ ❝❤②❜② ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥í♠✳
❱♣❧②✈ t❡st♦✈❛❝✐❡❤♦ s②sté♠✉
❉♦t❡r❛③ s♠❡ ♣♦✉➸í✈❛❧✐ ❛❦♦ t❡st♦✈❛❝í s②sté♠ ♥❡t❧♠❡♥é ❦②✈❛❞❧♦✱ t❡r❛③ ❤♦ ✈②♠❡♥í♠❡ ③❛ ♣❛r❛✲
❜♦❧✉ ❛ ❜✉❞❡♠❡ s❧❡❞♦✈❛➫✱ ↔✐ s❛ ③♠❡♥í ❞♦s✐❛❤♥✉tá r❡❧❛tí✈♥❛ ❝❤②❜❛✳ ❩✈♦❧í♠❡ ❦r❛t➨í ↔❛s s✐♠✉❧á❝✐❡
❛ ❞✈♦❥♥ás♦❜♥ú ♣r❡s♥♦s➫✱ ❛❜② s♠❡ ♥❡♥❛r❛③✐❧✐ ♥❛ ♣r❡t❡↔❡♥✐❡ r❡❢❡r❡♥↔♥é❤♦ r✐❡➨❡♥✐❛✳
Pr♦❜❧é♠ ↔ís❧♦ ✺✿
• ♠♦❞❡❧ ♣♦❧②♥♦♠✐á❧♥❡❤♦ r❛st✉ ♣♦❞➞❛ r♦✈♥✐❝❡ ✭✼✳✹✮✱
• ♠♦❞❡❧♦✈ý ↔❛s ✵ ✲ ✷✵✱
• ♠❛♥t✐s❛ ✷✸ ❜✐t♦✈✳
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✭❜✮
❖❜r✳ ✼✳✷✷✿ ❱♣❧②✈ rá❞✉ ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫ s✐♠✉❧á❝✐❡ ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ♣r❡ ❦r♦❦② 10−2 ❛ 10−3
✭✼✳✷✷❛✮✳ ❈❤②❜❛ ♣r❡ rô③♥❡ ❦r♦❦② ♣r✐ ♦st❛t♥ý❝❤ ♥❛st❛✈❡♥✐❛❝❤ r♦✈♥❛❦ý❝❤ ✭✼✳✷✷❜✮✳
✺✻
❩ ✈ýs❧❡❞❦♦✈ ♣r❡ n = 2 ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✷✸ ✈✐❞✐❡➫✱ ➸❡✿
• ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ➨✐❡st❡❤♦ rá❞✉ s❛ ✉❦❛③✉❥❡ ✈②➨➨✐❡❤♦ rá❞✉ ❛❦♦ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s✐❡❞♠❡❤♦ rá❞✉✳
• ❱➨❡t❦② ♠❡tó❞② ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ♦❦r❡♠ ❊✉❧❡r♦✈❡❥ ❞♦s❛❤✉❥ú ✈②♥✐❦❛❥ú❝✉ ♣r❡s♥♦s➫ ❛
➸✐❛❞♥✉ ❝❤②❜✉ ♦r❡③❛♥í♠✳
❆❦ ♣♦✉➸✐❥❡♠❡ ❛❦♦ t❡st♦✈❛❝í s②sté♠ ♥❛♠✐❡st♦ ❞r✉❤❡❥ ♠♦❝♥✐♥② ♣✐❛t✉ ✭n = 5✮✱ ❞♦st❛♥❡♠❡
❣r❛❢ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✷✹✳ ▼❡tó❞② ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ rá❞✉ ✹ ❛ ♥✐➸➨✐❡❤♦ ✈②❦❛③✉❥ú ❜❡➸♥ú ❝❤②❜✉
♦r❡③❛♥í♠✱ ♥❛♣r♦t✐ t♦♠✉ ♠❡tó❞② rá❞✉ ✺ ❛ ✈②➨➨✐❡❤♦ ➸✐❛❞♥✉✳ ❱②♣❧ý✈❛ t♦ ③ ♣r✐♥❝í♣✉ ♠❡tó❞②
✭❡①tr❛♣♦❧á❝✐❛ ♣♦❧②♥ó♠♦♠✮✳ ❆❦ r✐❡➨❡♥í♠ ❥❡ ♣♦❧②♥ó♠ ♣✐❛t❡❤♦ st✉♣➡❛ ❛ ❡①tr❛♣♦❧✉❥❡♠❡ ♣♦✲
❧②♥ó♠♦♠ ♣✐❛t❡❤♦ ✭❛ ✈②➨➨✐❡❤♦✮ st✉♣➡❛✱ ♠á♠❡ ✈ rá♠❝✐ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛ ♣r❡s♥é r✐❡➨❡♥✐❡✳ ❆❦
❡①tr❛♣♦❧✉❥❡♠❡ ♣♦❧②♥ó♠♦♠ ♥✐➸➨✐❡❤♦ st✉♣➡❛✱ ③❛♥❡❞❜❛♥é ✈②➨➨✐❡ ❞❡r✐✈á❝✐❡ s❛ ♣r❡❥❛✈✐❛ ❛❦♦ ❝❤②❜❛
♦r❡③❛♥í♠✳
✼✳✺ ❱♣❧②✈ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥✐❛ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡r❛❝✐í ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫
♠❡tó❞
●r❛❢ ③ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✽ t❡r❛③ r♦③➨ír✐♠❡ ♦ rô③♥❡ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳ Pr❡t♦➸❡ t❡♥t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❥❡ ♥ár♦↔♥❡❥➨í ♥❛ ♣r♦❝❡s♦r♦✈ý ↔❛s✱ ♣♦✉➸✐❥❡♠❡ ♠❡tó❞✉ ✈②➨➨✐❡❤♦ rá❞✉ ✭❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✻✳ rá❞✉✮✱
❛❜② s❛ ➸❡❧❛♥é ❡❢❡❦t② ♣r❡❥❛✈✐❧✐ ♣r✐ ❞❧❤➨í❝❤ ❦r♦❦♦❝❤✳ ❚✐❡➸ s❦rát✐♠❡ ❞➝➸❦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡✳
Pr♦❜❧é♠ ↔ís❧♦ ✻✿
• ♠♦❞❡❧ ♥❡t❧♠❡♥é❤♦ ❦②✈❛❞❧❛ ♣♦❞➞❛ r♦✈♥✐❝❡ ✭✼✳✶✮✱
• ♠❡tó❞❛ ❘❑✻
• ♠♦❞❡❧♦✈ý ↔❛s ✵ ✲ ✷✳
❱ýs❧❡❞♥é ❣r❛❢② sú ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✷✺❛✳ ❱ ❣r❛❢❡ ✼✳✷✺❜ ❜♦❧✐ ♦❞strá♥❡♥é ↔❛st✐✱ ❦❞❡ ♣r❡✈❧á❞❛ ❝❤②❜❛
♦r❡③❛♥í♠✱ ❛ ♣♦♥❡❝❤❛♥é sú ❧❡♥ t✐❡ ↔❛st✐✱ ❦❞❡ ❞♦♠✐♥✉❥❡ ❝❤②❜❛ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛♥í♠✳ ❚✐❡➸ t❛♠ ❜♦❧✐
❞♦♣❧♥❡♥é ♣r✐❛♠❦② ③ís❦❛♥é ❧✐♥❡ár♥♦✉ r❡❣r❡s✐♦✉✳ ▲✐♥❡ár♥❡ s❛ ❥❛✈✐❛ ✐❜❛ ♥❛ ❧♦❣✲❧♦❣ ❣r❛❢❡✱♥❛ ❧✐♥❡✲
ár♥❡❥ ➨❦á❧❡ sú t♦ ♣♦❧②♥ó♠②✱ ♣r❡t♦ ❜♦❧❛ ❧✐♥❡ár♥❛ r❡❣r❡s✐❛ ♣♦✉➸✐tá ♥❛ ③❧♦❣❛r✐t♠♦✈❛♥é ❤♦❞♥♦t②
❝❤②❜② ❛❥ ❦r♦❦✉✳ ❚✐❡t♦ ♣r✐❛♠❦② ❥❡ ♠♦➸♥é ♣♦♣ís❛➫ ♣❛r❛♠❡tr❛♠✐ p ✭str♠♦s➫✮ ❛ q ✭✈❡rt✐❦á❧♥❡
♣♦s✉♥✉t✐❡✮ ♥❛ ♦s✐❛❝❤ x, y ♣r✐↔♦♠ ∆q ❥❡ r♦③❞✐❡❧ q ♣❛r❛♠❡tr♦✈ ❞✈♦❝❤ ♣r✐❛♠♦❦✳ Pr❡ ❧♦❣✲❧♦❣
③♦❜r❛③❡♥✐❡ ↕❛❧❡❥ ♣❧❛tí✿
x = log10(h)
y = px+ q
E = 10y
❍♦❞♥♦t② r❡❣r❡s♥ý❝❤ ♣❛r❛♠❡tr♦✈ p ❛ q ♣r❡ ❞❛♥ú s✐♠✉❧á❝✐✉ s✉ ③♦r❛❞❡♥é ✈ ♥❛s❧❡❞♦✈♥❡❥ t❛❜✉➞❦❡✳
bity p q ∆q
24 −0, 323 −7, 14 −
32 −0, 421 −9, 72 2, 58
40 −0, 462 −12, 2 2, 46
48 −0, 515 −14, 8 2, 64
56 −0, 497 −17, 1 2, 31
64 −0, 468 −19, 5 2.34
priemer −0, 448 − 2.45
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✭❜✮ ❱ýr❡③✱ ❦t♦rý ♦❜s❛❤✉❥❡ ✐❜❛ ♠❡tó❞② ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✳
❖❜r✳ ✼✳✷✸✿ Pr♦❜❧é♠ ↔✳✺✱ n = 2✱ ③á✈✐s❧♦s➫ ♠❛①✐♠á❧♥❡❥ r❡❧❛tí✈♥❡❥ ❝❤②❜② ♥❛ ❞➝➸❦❡ ❦r♦❦✉✳
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❖❜r✳ ✼✳✷✹✿ Pr♦❜❧é♠ ↔✳✺✱ n = 5✱ ③á✈✐s❧♦s➫ ❝❤②❜② ♦❞ ❞➝➸❦② ❦r♦❦✉✳
❩ t❛❜✉➞❦② ❥❡ ③r❡❥♠é✱ s❦❧♦♥ ♣r✐❛♠♦❦ y = px + q ❥❡ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ r♦✈♥❛❦ý ✭♣♦❞♦❜♥é p✮ ❛ ➸❡
❦♦♥➨t❛♥t♥é♠✉ ♣rír❛st❦✉ ♣r❡s♥♦st✐ ✭✈ t♦♠t♦ ♣rí♣❛❞❡ ✽ ❜✐t♦✈✮ ③♦❞♣♦✈❡❞á ♣r✐❜❧✐➸♥❡ ❦♦♥➨t❛♥t♥ý
♣rír❛st♦❦ ∆q♥❛ ❧♦❣✲❧♦❣ ♠✐❡r❦❡✳ ❆❦♦ ❦♦♥tr♦❧✉ s♣rá✈♥♦st✐ ❛ ♣r❡s♥♦st✐ ♠ô➸❡♠❡ ♦✈❡r✐➫✱ ➸❡ ❛❦
③❛❝❤♦✈á♠❡ r♦✈♥❛❦ú ❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉ ❛ ♣r✐❞á♠❡ ❛r✐t♠❡t✐❦❡ ✽ ❜✐t♦✈ ➨ír❦②✱ ❝❤②❜❛ s❛ ③❧❡♣➨í ♣r✐❡♠❡r♥❡
10∆b✲♥ás♦❜♥❡✳ 10∆b .= 102.45 .= 281 .= 28,13 .= 28✱ t❛❦➸❡ ❝❤②❜❛ s❛ ♥❛♦③❛❥ ③❧❡♣➨í ♣r✐❜❧✐➸♥❡ ♦ ✽
❜✐t♦✈✳ ❯✈❡❞❡♥é ✈③➫❛❤② ♣❧❛t✐❛ ✐❜❛ ♣r✐❜❧✐➸♥❡✱ ♣r❡t♦➸❡ ♥❛♠❡r❛♥é ú❞❛❥❡ ♠❛❥ú ✈❡➞❦ý r♦③♣t②❧ ❛
✈ý♣♦↔t② ✈ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❦❡❥ ♠✐❡r❦❡ sú ✈❡➞♠✐ ❝✐t❧✐✈é ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫✳
▼✐♥✐♠á ❦r✐✈✐❡❦ ♣r❡ ❥❡❞♥♦t❧✐✈é ♣♦↔t② ❜✐t♦✈ ♥✐❡ sú ♣r✐ r♦✈♥❛❦❡❥ ❞➝➸❦❡ ❦r♦❦✉✳ Pr✐❞❛♥í♠
❜✐t♦✈ s❛ ♦♣t✐♠á❧♥② ❜♦❞ ♣♦sú✈❛ s♠❡r♦♠ ❦✉ ❦r❛t➨í♠ ❦r♦❦♦♠✳ Pr❡t♦✱ ❛❦ ♠á♠❡ s✐♠✉❧á❝✐✉
s ♦♣t✐♠á❧♥♦✉ ❞➝➸❦♦✉ ❦r♦❦✉ ❛ ♣r✐❞á♠❡ ✽ ❜✐t♦✈✱ ❝❤②❜❛ s❛ ♥❡③❧❡♣➨í ♦ ❝❡❧ý❝❤ ✽ ❜✐t♦✈✳ ▼✉sí♠❡
s❦rát✐➫ ❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉ ❛ ❝❤②❜❛ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í♠ s❛ ♣r✐ s❦r❛❝♦✈❛♥í ❦r♦❦✉ ③❤♦r➨✉❥❡✳ ❖ ❦♦➞❦♦ ♠✉sí♠❡
s❦rát✐➫ ❦r♦❦✱ t♦ ③á❧❡➸í ♦❞ s❦❧♦♥✉ ↔❛st✐ ❦r✐✈❦② ❞♦♠✐♥♦✈❛♥❡❥ ♦r❡③❛♥í♠✱ ❛ t❡♥ ③á✈✐sí ♦❞ rá❞✉
♠❡tó❞②✳
✼✳✻ ❱③➫❛❤ ♠❡❞③✐ ♦♣t✐♠á❧♥②♠✐ ❜♦❞♠✐
❇♦❞✱ ❧❡➸✐❛❝✐ ♥❛ ❣r❛❢❡ ③á✈✐s❧♦st✐ r❡❧❛tí✈♥❡❥ ❝❤②❜② E ♦❞ ❦r♦❦✉ h✱ ✈ ❦t♦r♦♠ ♠❛❥ú r♦✈♥❛❦ý
✈♣❧②✈ ❝❤②❜② ♦r❡③❛♥í♠ ❛ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í♠✱ ❛ ✈ ❦t♦r♦♠ ❥❡ r❡❧❛tí✈♥❛ ❝❤②❜❛ ♥❛❥♠❡♥➨✐❛✱ ❜✉❞❡♠❡
✈♦❧❛➫ ♦♣t✐♠á❧♥② ❜♦❞✳
❱ ♣r❛①✐ ♠ô➸❡ ♥❛st❛➫ s✐t✉á❝✐❛✱ ❦❡↕ ♠á♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥tá❧♥❡ ③✐st❡♥ý ♦♣t✐♠á❧♥② ❜♦❞ s✐♠✉✲
❧á❝✐❡ ♣r❡ ✉r↔✐tý ♣♦↔❡t ❜✐t♦✈✳ P♦t♦♠ s❛ s♣rís♥✐❛ ♣♦➸✐❛❞❛✈❦② ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫ ❛ ❥❡ ♣♦tr❡❜♥é ✉r↔✐➫
♥♦✈ý ✈②❤♦✈✉❥ú❝✐ ♦♣t✐♠á❧♥② ❜♦❞✳ Ú❧♦❤❛ ❥❡ t❡❞❛ ♥á❥s➫ ♥♦✈ú ❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉ ❛ ♥♦✈ú ♣r❡s♥♦s➫ ❛r✐t✲
♠❡t✐❦②✳ ❚❡r❛③ s❛ ♣♦❦ús✐♠❡ ♦❞✈♦❞✐➫ ♣r✐❜❧✐➸♥ý ✈③➫❛❤ ♣r❡ ♦❞❤❛❞ tý❝❤t♦ ❤♦❞♥ôt✳ ❈❡❧ý ✈ý♣♦↔❡t
❜✉❞❡ ♣r❡❜✐❡❤❛➫ ♥❛ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❦❡❥ ♠✐❡r❦❡✳ ◆❛ ③❛↔✐❛t❦✉ ③❧♦❣❛r✐t♠✉❥❡♠❡ ✈st✉♣♥é ↔ís❧❛✱ ✈ýs❧❡❞♦❦
♣r❡✈❡❞✐❡♠❡ ③ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❦❡❥ ♠✐❡r❦② ♦♣ä➫ ❞♦ ❧✐♥❡ár♥❡❥✳ ❆❜② s♠❡ ③❛❝❤♦✈❛❧✐ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥❝✐✉ s♦ ✈➨❡t✲
❦ý♠✐ ③♦❜r❛③❡♥ý♠✐ ❣r❛❢♠✐✱ ❜✉❞❡♠❡ ♣♦✉➸í✈❛➫ ❞❡❦❛❞✐❝❦ý ❧♦❣❛r✐t♠✉s✳ P♦↔❡t ♣r✐❞❛♥ý❝❤ ❜✐t♦✈
❥❡ ❞✈♦❥❦♦✈ý ❧♦❣❛r✐t♠✉s✱ ♣r❡t♦ ❤♦ ♥❛❦♦♥✐❡❝ ♣r❡♣♦↔ít❛♠❡✳ ●❡♦♠❡tr✐❝❦ý ✈ý③♥❛♠ ♥❛s❧❡❞✉❥ú❝✐❝❤
✈③➫❛❤♦✈ ❥❡ ③♥á③♦r♥❡♥ý ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✷✻✳ ◆❡❝❤ ❥❡✿
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✭❜✮
❖❜r✳ ✼✳✷✺✿ Pr♦❜❧é♠ ↔✳ ✻✱ ③á✈✐s❧♦s➫ ❝❤②❜② ♦❞ ❦r♦❦✉ ♣r❡ rô③♥❡ ♣♦↔t② ❜✐t♦✈ ✭✼✳✷✺❛✮✳ ❙❡♣❛r♦✈❛♥é
❦❧❡s❛❥ú❝❡ ↔❛st✐ ❦r✐✈✐❡❦ ✭✼✳✷✺❜✮✳
✻✵
• E ✕ ❝❤②❜❛ ✈ ③♥á♠♦♠ ♦♣t✐♠á❧♥♦♠ ❜♦❞❡✱
• Ex✕ ➸❡❧❛♥á ❝❤②❜❛✱
• ∆E ✕ r♦③❞✐❡❧ ❝❤②❜② ♥❛ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❦❡❥ ♠✐❡r❦❡✳
P♦t♦♠ ♣r❡ r♦③❞✐❡❧ ❝❤②❜② ✈ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❦❡❥ ♠✐❡r❦❡ ♣❧❛tí
∆E = log10E − log10Ex ✭✼✳✻✮
❩❛✈❡❞❡♥í♠ ♣❛r❛♠❡tr♦✈✿
• h ✕ ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ ✈ ③♥á♠♦♠ ♦♣t✐♠á❧♥♦♠ ❜♦❞❡✱
• hx ✕ ❤➞❛❞❛♥á ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉✱
• ∆h ✕ ③♠❡♥❛ ❦r♦❦✉ ✈ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❦❡❥ ♠✐❡r❦❡
♣❧❛tí ♣r❡ ③♠❡♥✉ ❦r♦❦✉ ∆h ♥❛ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❦❡❥ ♠✐❡r❦❡
∆h = log10h− log10 hx ✭✼✳✼✮
❆❦ t❡r❛③ ❞❡✜♥✉❥❡♠❡✿
• α ✕ ✉❤♦❧ ♠❡❞③✐ ✈♦❞♦r♦✈♥♦✉ ♦s♦✉ ❛ ↔❛s➫♦✉ ❦r✐✈❦②✱ ❦❞❡ ♣r❡✈❧á❞❛ ❝❤②❜❛ ♦r❡③❛♥í♠ ✭❦r✐✈❦❛
③♦❜r❛③❡♥á ♥❛ ❧♦❣✲❧♦❣ ❣r❛❢❡✮✳ r = tan(α) ✱ ♣r✐↔♦♠r ❥❡ rá❞ ✐♥t❡❣r❛↔♥❡❥ ♠❡tó❞②
• β ✕ ✉❤♦❧ ♠❡❞③✐ ✈♦❞♦r♦✈♥♦✉ ♦s♦✉ ❛ r❡❣r❡s♥♦✉ ♣r✐❛♠❦♦✉✿ v = − tan(β) ③ ❣r❛❢✉ ✼✳✷✺❜
✭♣♦✉➸✐❥❡♠❡ ③❛♦❦rú❤❧❡♥ú ❤♦❞♥♦t✉ ✲✵✱✺✮
• ∆d ✕ ♣rír❛st♦❦ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦② ✈②❥❛❞r❡♥ý ✈ ♣♦↔t❡ ❞❡❦❛❞✐❝❦ý❝❤ ↔ís❧✐❝✱ ❥❡ t♦ ❡❦✈✐✈❛✲
❧❡♥t ♣♦s✉♥✉t✐❛ r❡❣r❡s♥❡❥ ♣r✐❛♠❦② ③ ❣r❛❢✉ ✭✼✳✷✺❜✮ ❛ t✐❡➸ ❡❦✈✐✈❛❧❡♥t ♣♦s✉♥✉t✐❛ str♦❥♦✈é❤♦
ε✱
♣♦t♦♠ ♣r✐❜❧✐➸♥❡ ♣❧❛tí✿
∆h =
∆E
tan(α)
=
∆E
r
∆d = ∆E +∆h tan(β) = ∆E −∆hv
∆d = ∆h(
1
r
− v) = ∆E(1− v
r
) ✭✼✳✽✮
❩ ✈ýs❧❡❞❦✉ ✈♦ ✈③➫❛❤✉ ✭✼✳✽✮ ✈②♣❧ý✈❛✱ ➸❡ ✭♥❛ ❧♦❣✲❧♦❣ ♠✐❡r❦❡✮ ③♠❡♥❛ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦② ∆d
❥❡ ♣r✐❛♠♦ ú♠❡r♥á ③♠❡♥❡ ❦r♦❦✉ ∆h ❛ ③♠❡♥❡ r❡❧❛tí✈♥❡❥ ❝❤②❜② ∆E ✳ ❑♦♥➨t❛♥t② ú♠❡r♥♦st✐ sú
♣r✐t♦♠ ✉r↔❡♥é ❧❡♥ s❦❧♦♥♠✐ ♣r✐❛♠♦❦ r ❛ v✳ P♦♠♦❝♦✉ ∆h♠ô➸♠❡ t❡r❛③ ♣r❡♣♦↔ít❛➫ ♣♦tr❡❜♥ú
❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉ hx♥❛ ❧✐♥❡ár♥❡❥ ♠✐❡r❦❡
hx = 10
log10h−∆h ✭✼✳✾✮
P♦↔❡t ❜✐t♦✈✱ ♦ ❦t♦rý ❥❡ ♣♦tr❡❜♥é r♦③➨ír✐➫ ♠❛♥t✐s✉ ♣♦✉➸✐tý❝❤ ↔ís❡❧ ∆b ❥❡ ❞❛♥ý ✈③➫❛❤♦♠
∆b = log2(10
∆d) =
∆d
log10 2
✭✼✳✶✵✮
✻✶
ch
y
b
a
D
E
krok
E'
h'
d'
d E'  ' P
xP
❖❜r✳ ✼✳✷✻✿ ❩♥á③♦r♥❡♥✐❡ ③á✈✐s❧♦st✐ ♠❡❞③✐ ♦♣t✐♠á❧♥②♠✐ ❜♦❞♠✐ ♥❛ ❧♦❣✲❧♦❣ ➨❦á❧❡✳ P ❥❡ r❡❢❡r❡♥↔♥ý
♦♣t✐♠á❧♥② ❜♦❞✱ Px ❤➞❛❞❛♥ý✳
P♦✉➸✐t✐❡ tý❝❤t♦ ✈③➫❛❤♦✈ ❞❡♠♦♥➨tr✉❥❡ ♥❛s❧❡❞✉❥ú❝✐ ♣rí❦❧❛❞✳ Pr❡ ♥❛➨✉ s✐♠✉❧á❝✐✉ ♠á♠❡ ③✐st❡♥ý
♦♣t✐♠á❧♥② ❜♦❞ P s ❞➝➸❦♦✉ ❦r♦❦✉ h = 10−1 ❛ ❝❤②❜♦✉ E = 10−7 ③❛ ♣♦✉➸✐t✐❛ ♠❛♥t✐s② ✷✹
❜✐t♦✈ ❛ ♠❡tó❞② ➨✐❡st❡❤♦ rá❞✉ t✳❥✳ r = 6✳ ❚❡r❛③ ♣♦tr❡❜✉❥❡♠❡ ♣r❡s♥❡❥➨✐✉ s✐♠✉❧á❝✐✉ t♦❤♦ ✐sté❤♦
s②sté♠✉ s ❝❤②❜♦✉ Ex = 10−19✳ ❘✐❡➨❡♥✐❛ ❥❡ ✉✈❡❞❡♥é ✈ ♥❛s❧❡❞✉❥ú❝♦♠ ✈ý♣♦↔t❡
∆E = (log10 10
−7)− (log10 10−19) = 12
∆h =
12
6 = 2
hx = 10
log1010−1−2 = 10−3
∆d = 12− 2.(−0.5) = 13
∆b =
13
log102
.
= 43
❷✐➸❡ ♣r❡ ♥♦✈ú s✐♠✉❧á❝✐✉ ♠✉sí♠❡ ♣♦✉➸✐➫ ❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉ hx = 10−3 ❛ ➨ír❦✉ ♠❛♥t✐s② ③✈ý➨✐➫
♦ ∆b = 43 ❜✐t♦✈ ✭♥❛ 24+43 = 67 ❜✐t♦✈✮✳ P♦❤➞❛❞♦♠ ♥❛ ❣r❛❢ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✷✺❛ s❛ ♣r❡s✈❡❞↔í♠❡✱
➸❡ t✐❡t♦ ✈ýs❧❡❞❦② sú ♣r✐❜❧✐➸♥❡ s♣rá✈♥❡✳
✼✳✼ ❱♣❧②✈ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❝❦ý❝❤ ♦♣❡r❛❝✐í ♥❛ ❡❢❡❦t✐✈✐t✉ ♠❡✲
tó❞
❱ ♣r❡❞❝❤á❞③❛❥ú❝❡❥ ↔❛st✐ s♠❡ s❛ ✈❡♥♦✈❛❧✐ ③á✈✐s❧♦st✐ ❝❤②❜② ♦❞ ❞➝➸❦② ❦r♦❦✉✱ ♣r❡t♦➸❡ ❞➝➸❦❛
❦r♦❦✉✿
• ❏❡ ♥❛st❛✈✐t❡➞♥á✳
• P♦❞st❛t♥❡ ♦✈♣❧②✈➡✉❥❡ ❝❤②❜✉✳
• P♦❞st❛t♥❡ ♦✈♣❧②✈➡✉❥❡ str♦❥♦✈ý ↔❛s ♣♦tr❡❜♥ý ♥❛ s✐♠✉❧á❝✐✉✳ Pr♦❜❧é♠ ❥❡✱ ➸❡ ↔❛s ♣♦tr❡❜♥ý
♥❛ ❥❡❞❡♥ ❦r♦❦ rô③♥②❝❤ ♠❡tó❞ ♥✐❡ ❥❡ r♦✈♥❛❦ý✳
✻✷
❆❦ ❝❤❝❡♠❡ ♣♦r♦✈♥á✈❛➫ ❡❢❡❦t✐✈✐t✉ ♠❡tó❞✱ ♠✉sí♠❡ ✈②❤♦❞♥♦t✐➫✱ ❦♦➞❦♦ str♦❥♦✈é❤♦ ↔❛s✉ ❦t♦rá
♠❡tó❞❛ ✈②➸❛❞✉❥❡ ♥❛ ❞♦s✐❛❤♥✉t✐❡ ❞❛♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐✳
❚❡r❛③ s❛ ③❛♠❡r✐❛♠❡ ♥❛ ♦♣t✐♠á❧♥② ❜♦❞ ❞❡✜♥♦✈❛♥ý ✈ ♣♦❞❦❛♣✐t♦❧❡ ✼✳✻ ❛ ❜✉❞❡ ♥ás ③❛✉❥í♠❛➫
r❡á❧♥② str♦❥♦✈ý ↔❛s s✐♠✉❧á❝✐❡ ✈ t♦♠t♦ ❜♦❞❡✳ P♦❦ús✐♠❡ s❛ ♥á❥s➫ tr❡♥❞② ♣r❡ rô③♥❡ ♠❡tó❞② ❛
✈③á❥♦♠♥❡ ✐❝❤ ♣♦r♦✈♥❛➫✳
❍➞❛❞❛♥✐❡ ♦♣t✐♠á❧♥❡❤♦ ❜♦❞✉ ③❛✉t♦♠❛t✐③✉❥❡♠❡ t❛❦✱ ❛❜② s♠❡ s❛ ♣♦❦✐❛➞ ♠♦➸♥♦ ✈②❤❧✐ s✐♠✉✲
❧á❝✐á♠ s ❦rát❦②♠ ❦r♦❦♦♠ ❛ t❛❦ ✉➨❡tr✐❧✐ ♣r♦❝❡s♦r♦✈ý ↔❛s✳ ❱②✉➸✐❥❡♠❡ ✈③➫❛❤② ③ ♣r❡❞❝❤á❞③❛❥ú❝❡❥
♣♦❞❦❛♣✐t♦❧②✳ ❚✐❡➸ ❜✉❞❡♠❡ ♣r❡❞♣♦❦❧❛❞❛➫✱ ➸❡ ✈ ♥❡❥❛❦♦♠ ús❡❦✉ ❣r❛❢✉ ③á✈✐s❧♦s➫ ❝❤②❜② ♥❛ ❦r♦❦✉
♣r✐❜❧✐➸♥❡ ③♦❞♣♦✈❡❞á rá❞✉ ♠❡tó❞② ✭♦❜❧❛s➫ ❝❤②❜② ♦r❡③❛♥í♠✮✳ ❆❧❣♦r✐t♠✉s ✉r↔♦✈❛♥✐❛ ♦♣t✐♠á❧✲
♥②❝❤ ❜♦❞♦✈ ♠♦➸♥♦ ③♦s✉♠❛r✐③♦✈❛➫ ❞♦ ♥❛s❧❡❞♦✈♥ý❝❤ ❜♦❞♦✈✿
✶✳ ❱②❜❡r✐❡♠❡ s✐ t❡st♦✈❛❝í s②sté♠ ❛ ❞➝➸❦✉ s✐♠✉❧á❝✐❡✳
✷✳ ❱②❜❡r✐❡♠❡ s✐ ✐♥t❡❣r❛↔♥ú ♠❡tó❞✉ ❛ ❛r✐t♠❡t✐❦✉✳
✸✳ ◆❛st❛✈í♠❡ ♣♦↔✐❛t♦↔♥ý ♦❞❤❛❞ ❞➝➸❦② ❦r♦❦✉✱ ❦t♦rý ❥❡ ✉r↔✐t❡ ❞❧❤➨í✱ ❛❦♦ ❦r♦❦ ✈ ♦♣t✐♠á❧♥♦♠
❜♦❞❡✳
✹✳ ❙✐♠✉❧✉❥❡♠❡ ❛ ♠❡r✐❛♠❡ ❞♦s✐❛❤♥✉tú ❝❤②❜✉✳
✺✳ ❩♠❡♥➨í♠❡ ❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉✱ ③♥♦✈❛ s✐♠✉❧✉❥❡♠❡ ❛ ♠❡r✐❛♠❡ ❝❤②❜✉✳
✻✳ P♦❦r❛↔✉❥❡♠❡ ✈ s❦r❛❝♦✈❛♥í ❦r♦❦✉✱ ❛➸ ❦ý♠ ♣♦❦❧❡s ❝❤②❜② ♥❡③♦❞♣♦✈❡❞á rá❞✉ ♠❡tó❞②✳
❚ý♠ s♠❡ ♣r❡❦♦♥❛❧✐ ♦❜❧❛s➫ ♥❡st❛❜✐❧✐t②✳
✼✳ P♦❦r❛↔✉❥❡♠❡ ✈ s❦r❛❝♦✈❛♥í ❦r♦❦✉✱ ❛➸ ❦ý♠ s❛ ❝❤②❜❛ ♥❡③❛↔♥❡ ③♥♦✈❛ ③✈②➨♦✈❛➫✳
✽✳ ◆á❥❞❡♥é ♠✐♥✐♠✉♠ ✈②❤❧ás✐♠❡ ③❛ ♣r✐❜❧✐➸♥ý ♦♣t✐♠á❧♥② ❜♦❞✱ ③❛③♥❛♠❡♥á♠❡ ♣r❡ ♥❡❤♦
❞➝➸❦✉ ❦r♦❦✉✱ ❝❤②❜✉✱ ♣r❡s♥♦s➫ ♣♦✉➸✐t❡❥ ❛r✐t♠❡t✐❦② ❛ tr✈❛♥✐❡ s✐♠✉❧á❝✐❡✳
✾✳ ❖♣❛❦✉❥❡♠❡ ♣r❡ rô③♥❡ ♣r❡s♥♦st✐ ❛r✐t♠❡t✐❦② ❛ rô③♥❡ ✐♥t❡❣r❛↔♥é ♠❡tó❞②✳
❍➞❛❞❛♥✐❡ ♦♣t✐♠á❧♥❡❤♦ ❜♦❞✉ ❥❡ ✈➸❞② ♥❡♣r❡s♥é✳ ❖❦r❡♠ ♦❜♠❡❞③❡♥❡❥ ❤✉st♦t② ✈③♦r❦♦✈❛♥✐❛ ❞➝➸❦②
❦r♦❦♦✈ ❥❡ ③♥❡✐st❡♥é ♠❡r❛♥✐❡ ❝❤②❜② tý♠✱ ➸❡ ③❛♦❦rú❤➞♦✈❛❝✐❡ ❝❤②❜② ♠❛❥ú ✈➸❞② ♥á❤♦❞♥ý ❝❤❛r❛❦✲
t❡r✳ Prí❦❧❛❞ ♥á❥❞❡♥✐❛ ♦♣t✐♠á❧♥②❝❤ ❜♦❞♦✈ ♣r❡ ♣r♦❜❧é♠ ↔✳ ✻ ❥❡ ♥❛ ♦❜rá③❦✉ ✼✳✷✼✳ ❙♣r❡s♥✐➫ ❜② s❛
❞❛❧♦ ♥❛♣rí❦❧❛❞ ♦♣❛❦♦✈❛♥í♠ ♣♦❦✉s✉ s rô③♥②♠✐ ♣♦↔✐❛t♦↔♥ý♠✐ ♣♦❞♠✐❡♥❦❛♠✐ ❛ s♣r✐❡♠❡r♦✈❛♥í♠✳
Prí❦❧❛❞ ✈ýs❧❡❞❦♦✈ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✉ ♣r❡ ♥❡t❧♠❡♥é ❦②✈❛❞❧♦ s✐♠✉❧♦✈❛♥é ❞♦ ♠♦❞❡❧♦✈é❤♦ ↔❛s✉
✷ sú ♥❛ ❣r❛❢❡ ✭✼✳✷✽✮✳ ❱✐❞í♠❡✱ ➸❡ ↔í♠ ❥❡ ♠❡tó❞❛ ✈②➨➨✐❡❤♦ rá❞✉✱ tý♠ ♠❡♥❡❥ ↔❛s✉ ♣♦tr❡❜✉❥❡
♥❛ ❞♦s✐❛❤♥✉t✐❡ ❞❛♥❡❥ ❝❤②❜②✳ ▼❡tó❞② ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❛ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ r♦✈♥❛❦é❤♦ rá❞✉ sú
♣r✐❜❧✐➸♥❡ r♦✈♥❛❦♦ ❡❢❡❦tí✈♥❡✳ Pr✐ ♥❛❥✈②➨➨í❝❤ rá❞♦❝❤ ❥❡ ❡❢❡❦tí✈♥❡❥➨í ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✳
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❖❜r✳ ✼✳✷✽✿ ❩á✈✐s❧♦s➫ ❝❤②❜② s✐♠✉❧á❝✐❡ ♦❞ s♣♦tr❡❜♦✈❛♥é❤♦ str♦❥♦✈é❤♦ ↔❛s✉ ✈ ♦♣t✐♠á❧♥②❝❤ ❜♦✲
❞♦❝❤✳ ❑❛➸❞á ↔✐❛r❛ ♣r❡❞st❛✈✉❥❡ ❥❡❞♥✉ ♠❡tó❞✉✱ ❦❛➸❞ý ❜♦❞ ♥❛ t❡❥t♦ ↔✐❛r❡ ❥❡❞♥✉ ♦♣t✐♠á❧♥✉
❦♦♠❜✐♥á❝✐✉ ❜✐t♦✈ ❛ ❦r♦❦✉✳ ✭♥❡t❧♠❡♥é ❦②✈❛❞❧♦✱ ♠♦❞❡❧♦✈ý ↔❛s ✵✲✷✮
✻✹
❑❛♣✐t♦❧❛ ✽
❩á✈❡r
❱ ❦♥✐❤❡ ✈❡♥♦✈❛♥❡❥ s♣♦❥✐t❡❥ s✐♠✉❧á❝✐✐ ❬✺❪ ♦❞♣♦rú↔❛ ♣r♦❢❡s♦r ❈❡❧❧✐❡r ♣r✐s♣ôs♦❜✐➫ rá❞ ✐♥t❡❣r❛↔♥❡❥
♠❡tó❞② ♣♦➸✐❛❞❛✈❦❡ ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫ s✐♠✉❧á❝✐❡ s ♦❞ô✈♦❞♥❡♥í♠✱ ➸❡ ♥❡♠á ③♠②s❡❧ ♠r❤❛➫ str♦❥♦✈ý♠
↔❛s♦♠ ♣r✐ ✈ý♣♦↔t❡ ♣r❡s♥❡❥ ♠❡tó❞②✱ ❦❡↕ ♠á♠❡ ♥❡♣r❡s♥ý ♠♦❞❡❧✳ ❸❛❧❡❥ ♦❞♣♦rú↔❛ ♣r✐ ♣♦✉➸✐tí
❛r✐t♠❡t✐❦② ❥❡❞♥♦❞✉❝❤❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ✐❜❛ ❊✉❧❡r♦✈✉ ♠❡tó❞✉✱ ♣r✐ ❞✈♦❥♥ás♦❜♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐ ♠❡tó❞✉
➨t✈rté❤♦ rá❞✉✳ ◆❡✉✈á❞③❛ r❡♣r♦❞✉❦♦✈❛t❡➞♥é ❡①♣❡r✐♠❡♥t②✱ ❦t♦ré ❜② t♦ ♣♦t✈r❞③♦✈❛❧✐✳ ❊①♣❡r✐✲
♠❡♥t② ✈ t❡❥t♦ ♣rá❝✐ ♥❛♣r♦t✐ t♦♠✉ ♥❛③♥❛↔✉❥ú✱ ➸❡ ❛❥ ♠❡tó❞② ✈②➨➨í❝❤ rá❞♦✈ ✭✻ ✲ ✶✵✮ sú ♣♦✉✲
➸✐t❡➞♥é s ♦❜②↔❛❥♥♦✉ ♣r❡s♥♦s➫♦✉ ❛r✐t♠❡t✐❦②✳ ▼❡tó❞② ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✈②➨➨í❝❤ rá❞♦✈ ✉♠♦➸➡✉❥ú
♣r❡❞➝➸✐➫ ❦r♦❦ s✐♠✉❧á❝✐❡✱ ❛ t❡❞❛ ❝❡❧ý ♣r♦❝❡s ③rý❝❤❧✐➫ ❛ ③❡❢❡❦tí✈♥✐➫✳ Pr✐ ♠❡tó❞❛❝❤ ❆❞❛♠s✲
❇❛s❤❢♦rt❤ ❥❡ ♦❜♠❡❞③❡♥í♠ ♥❡st❛❜✐❧✐t❛✱ ❦t♦rá ♥❡❞♦✈♦❧í ♣r❡❞❧➸♦✈❛➫ ❦r♦❦✳ ◆❛ ③á❦❧❛❞❡ t♦❤♦ ❜② s❛
❞❛❧♦ ♦❞♣♦rú↔❛➫ ♣♦✉➸✐t✐❡ ♠❡tó❞ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ↔♦ ♥❛❥✈②➨➨✐❡❤♦ rá❞✉ ❛ ❞✈♦❥♥ás♦❜♥ú ♣r❡s♥♦s➫
✭❞♦✉❜❧❡✮✳ ■❜❛ ❛❦ sú ♣♦➸✐❛❞❛✈❦② ♥❛ ♣r❡s♥♦s➫ s✐♠✉❧á❝✐❡ t❛❦é ♣rís♥❡✱ ➸❡ ❥❡ ♥✉t♥á ✈✐❛❝♥ás♦❜♥á
♣r❡s♥♦s➫✱ ♥❛st✉♣✉❥ú ♠❡tó❞② ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt ❞✈♦❥❝✐❢❡r♥ý❝❤ rá❞♦✈✳
■♠♣❧❡♠❡♥t♦✈❛♥á ❦♥✐➸♥✐❝❛ ♦❜s❛❤✉❥❡ ♠❡tó❞② ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞♦ rá❞✉ ✼ ❛ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤
❞♦ rá❞✉ ✷✵✳ ◆á♠❡t♦♠ ♥❛ ↕❛❧➨✐✉ ♣rá❝✉ ❥❡ r♦③➨ír❡♥✐❡ ♦ ♠❡tó❞② ❘✉♥❦❡✲❑✉tt❛ ✈②➨➨í❝❤ rá❞♦✈✱
❦t♦rý❝❤ ❦♦❡✜❝✐❡♥t② ♥✐❡ sú r❛❝✐♦♥á❧♥❡ ↔ís❧❛✱ ❛❧❡ r✐❡➨❡♥✐❛ ♥❡❧✐♥❡ár♥②❝❤ r♦✈♥í❝✳ ❚✐❡t♦ s❛ ♠✉✲
s✐❛ ✈②♣♦↔ít❛➫ ♣♦❞➞❛ ❛❦t✉á❧♥❡❥ ♣♦➸❛❞♦✈❛♥❡❥ ♣r❡s♥♦st✐✳ ❸❛❧❡❥ ❜② s❛ ❞❛❧✐ ❡①♣❡r✐♠❡♥t② r♦③➨ír✐➫
♦ ✐♥é s❦✉♣✐♥② ♠❡tó❞✱ ♥❛♣rí❦❧❛❞ ✐♠♣❧✐❝✐t♥é✳ ❱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦❝❤ ❜♦❧✐ ♣♦✉➸✐té ❥❡❞♥♦❞✉❝❤é ♠♦✲
❞❡❧② s♦ ③♥á♠②♠ ❛♥❛❧②t✐❝❦ý♠ r✐❡➨❡♥í♠✳ ❱❤♦❞♥ý♠ r♦③➨ír❡♥í♠ ❞♦ ❜✉❞ú❝♥❛ ❥❡ ♠♦➸♥♦s➫ ♦❞❤❛❞✉
❝❤②❜② ✐❜❛ ♥❛ ③á❦❧❛❞❡ ✈✐❛❝❡rý❝❤ s✐♠✉❧á❝✐í s rô③♥②♠✐ ♥❛st❛✈❡♥✐❛♠✐✱ ↔♦ ❜② ✉♠♦➸♥✐❧♦ ❞♦♣❧♥✐➫
❡①♣❡r✐♠❡♥t② ♦ rô③♥❡ ③❛✉❥í♠❛✈é ❛ ♣r❛❦t✐❝❦② ✈ý③♥❛♠♥é ♠♦❞❡❧②✳
✻✺
❙❦r❛t❦② ❛ s②♠❜♦❧②
t ↔❛s
f ❢✉♥❦❝✐❛ ♥❛ ✈ý♣♦↔❡t ❞❡r✐✈á❝✐❡
y st❛✈ s②sté♠✉
y′ ❞❡r✐✈á❝✐❛ st❛✈✉ ♣♦❞➞❛ ↔❛s✉
y(n) n✲tá ❞❡r✐✈á❝✐❛ st❛✈✉ ♣♦❞➞❛ ↔❛s✉
yr r❡❢❡r❡♥↔♥á ❤♦❞♥♦t❛ st❛✈✉ ✈②♣♦↔ít❛♥á ❛♥❛❧②t✐❝❦②
✉❧♣ ✉♥✐t ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❧❛❝❡✱ ❥❡❞♥♦t❦❛ ♥❛ ♣♦s❧❡❞♥♦♠ ♠✐❡st❡
ε ❡♣s✐❧♦♥✱ ♠❛①✐♠á❧♥❛ r❡❧❛tí✈♥❛ ❝❤②❜❛ ③❛♦❦rú❤❧❡♥í♠ ♥❛ ❞❛♥ý ♣♦↔❡t ❜✐t♦✈
n ♣r✐r♦❞③❡♥é ↔ís❧♦
h ❞➝➸❦❛ ❦r♦❦✉ ✐♥t❡❣r❛↔♥❡❥ ♠❡tó❞②✱ h = ∆t = tn − tn−1
d r♦③❞✐❡❧ ♠❡❞③✐ s❦✉t♦↔♥♦✉ ❛ ✈②♣♦↔ít❛♥♦✉ ❤♦❞♥♦t♦✉
E ❝❡❧❦♦✈á ❝❤②❜❛ s✐♠✉❧á❝✐❡
❘❑✸ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ tr❡t✐❡❤♦ rá❞✉
❆❇✻ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ➨✐❡st❡❤♦ rá❞✉
✻✻
▲✐t❡r❛túr❛
❬✶❪ ❍❆▼▼■◆●✱ ❘✐❝❤❛r❞✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡rs✳ ◆❡✇
❨♦r❦✿ ▼❝●r❛✈✲❍✐❧❧✱ ✶✾✻✷✳
❬✷❪ ❈❊▲▲■❊❘✱ ❋r❛♥❝♦✐s✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
✶✾✾✶✳
❬✸❪ ❍Ö❘❩✱ ❍✳✱ ❲❊❙❙❊▲✱ ❑✳ P❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣st❤❡♦r✐❡✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✽✸✳
❬✹❪ ❇■❘❑❍❖❋❋✱ ●❡♦r❣❡✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✳ ❘❡✈✳ ❊❞✳✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✿ ❆▼❙✱ ✶✾✻✻✳
❬✺❪ ❈❊▲▲■❊❘✱ ❋✳✱ ❑❖❋▼❆◆✱ ❊✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❙②st❡♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✻✳
❬✻❪ ❘➪❇❖❱➪✱ ❩✳ ❡t ❛❧✳ ▼♦❞❡❧♦✈á♥í ❛ s✐♠✉❧❛❝❡✳ ❇r♥♦✿ ❱❯❚ ✈ ❇r♥➙✱ ✶✾✾✷✳ ■❙❇◆
✽✵✲✷✶✹✲✵✹✽✵✲✾
❬✼❪ ●❖▲❉❇❊❘●✱ ❉❛✈✐❞✳ ❲❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐st s❤♦✉❧❞ ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t
✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ❆❈▼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙✉r✈❡②s ✭❈❙❯❘✮✱ ✈✳✷✸ ♥✳✶✱ ▼❛r✳
✶✾✾✶✳
❬✽❪ ❑❆❍❆◆✱ ❲✐❧✐❛♠✳ Pr❛❝♥✐q✉❡s✿ ❢✉rt❤❡r r❡♠❛r❦s ♦♥ r❡❞✉❝✐♥❣ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✈✳✽ ♥✳✶✱ ❏❛♥ ✶✾✻✺✳
❬✾❪ ▼❖❖❘❊✱ ❘❛♠♦♥✳ ■♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧
❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❙t❛♥❢♦r❞✿ ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✶✾✻✸✳
❬✶✵❪ ❈❍❆P❘❆✱ ❙✳✱ ❈❆◆❆▲❊✱ ❘✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❊♥❣✐♥❡❡rs✿ ❲✐t❤
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱ ✶✾✾✼✳
■❙❇◆✿✵✵✼✵✶✵✾✸✽✾
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